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摘要 [Abstract]
神经质量模型 (NMMs) 被设计用来再现神经元种

群的集体动态。nmm 的一个通用框架启发式地假设神
经种群的输出放电率可以用静态非线性传递函数 (NMM1)
来描述。然而，最近一个关于二次积分-发射 (QIF)神经
元的精确平均场理论挑战了这一观点，表明平均放电率

不是神经元状态的静态函数，而是遵循两个耦合的非线

性微分方程 (NMM2)。在这里，我们分析和比较这两种
描述在存在的次级突触动力学。首先，我们推导了两个

模型在无限慢突触极限下的数学等价性，即，我们证明

了 NMM1是 NMM2的近似值。接下来，我们通过分析
抑制性或兴奋性突触模型的动力学，来评估这一极限在

现实生理参数值背景下的适用性。我们发现，NMM1不
能再现精确模型的重要动力学特征，如抑制性神经元间

QIF网络的自持续振荡。此外，在精确模型中，而不是在
极限模型中，锥体细胞群的刺激诱导了共振振荡活动，

其峰值频率和振幅随自耦合增益和外部兴奋性输入的

增加而增加。这可能在增强密集连接的网络对弱均匀输

入的响应中发挥作用，如非侵入性脑刺激产生的电场。

I 引言 [Introduction]
神经质量模型 (NMMs) 提供了神经群体的平均突

触活动和放电率的生理基础的描述 (Wilson and Cowan
1972; Lopes da Silva et al. 1974, 1976; Jansen et al. 1993;
Jansen and Rit 1995; Wendling et al. 2002)。这些模型首
次开发于 20 世纪 70 年代，越来越多地用于局部和全
脑建模，例如癫痫 (Wendling et al. 2002; Wendling and
Chauvel 2008; Jedynak et al. 2017)或阿尔茨海默病 (Pons
et al. 2010; Stefanovski et al. 2019)，以及理解和优化
经颅电刺激 (tES) 的效果 (Molaee-Ardekani et al. 2010;
Merlet et al. 2013; Kunze et al. 2016; Ruffini et al. 2018;
Sanchez-Todo et al. 2018)。然而，它们只是部分地来源
于第一性原理。虽然突触后电位动力学是从数据中推断

出来的，可以基于扩散物理 (Destexhe et al. 1998; Pods et
al. 2013; Ermentrout and Terman 2010)，将平均种群膜电
位与相应的发射率 (Freeman’s“wave-to-pulse”sigmoid
function) 之间的传递函数基于较弱的理论地位 (Wilson
and Cowan 1972; Freeman 1975; Kay 2018; Eeckman and J
1991)。这导致了对该理论的适用性范围的有限理解。例
如，虽然现在已经有了关于单个神经元上电场效应的模

型 (Aberra et al. 2018; Galan 2021)，但尚不清楚它们应
该如何在种群水平上使用。

2015年，蒙特布里奥、Pazo和 Roxin(MPR) (Mont-

brió et al. 2015)推导出了二次积分-发射 (QIF)神经元网
络的精确平均场理论，从而将微尺度神经机制与介观大

脑活动联系起来。在这个框架内，一个种群响应被描述

为一个低维系统表示动力学的发射率和平均膜电位。因

此，可以看到MPR方程用基于单个神经元生物物理学
的两个微分方程取代了通常的静态转移 s型函数。从那
时起，该理论已被应用于涵盖日益复杂的单神经元活性

公式，包括时间延迟 (Pazó and Montbrió 2016; Devalle et
al. 2018; Ratas and Pyragas 2018)，动态突触 (Montbrió et
al. 2015; Ratas and Pyragas 2016; Devalle et al. 2017; Du-
mont and Gutkin 2019; Coombes and Byrne 2019; Byrne et
al. 2020, 2022; Avitabile et al. 2022)，间隙连接 (Laing
2015; Pietras et al. 2019)，随机波动 (Ratas and Pyragas
2019; Goldobin et al. 2021; Clusella and Montbrió 2022)，
不对称尖峰 (Montbrió and Pazó 2020)，稀疏连接 (di Volo
and Torcini 2018; Bi et al. 2021)，和短期可塑性 (Taher et
al. 2020, 2022)。
在非常缓慢的突触的极限下，MPR 公式的放电率

可以作为输入电流的静态函数，以种群范围的 f -I曲线
的形式转换 (Devalle et al. 2017)。该函数可用于推导具
有指数衰减突触的 NMM，它不能再现精确平均场理论
的动力学行为，突出了MPR模型中动力学方程的重要
性 (Devalle et al. 2017)。事实上，经验证据表明，突触
后电流显示出上升和衰减的时间尺度 (Lopes da Silva et
al. 1974; Jang et al 2010)。这些类型的突触动力学可以
通过二阶线性方程来建模，该方程构成了许多 NMMs
的基础 (see, e.g., Lopes da Silva et al. (1974); Jansen et
al. (1993); Wendling et al. (2002))。其他研究人员也注
意到了这一点，他们最近研究了具有二阶突触的精确

nmm(Coombes and Byrne 2019; Byrne et al. 2020, 2022)。
然而，在具有二阶突触动力学的MPR形式主义和经典
的、启发式的 nmm之间的正式比较尚未建立。
在本文中，我们分析了将平均场理论应用于QIF神

经元群体的二阶方程所得到的 NMM。所得到的 NMM，
我们在下面称之为 NMM2，它包含两个相关的时间尺
度：一个用于突触后活动，另一个用于膜动力学。这两

个时间尺度自然地将弗里曼的“波对脉冲”函数与发射

率的非线性动力学联系起来。特别是，在 Devalle等人
(2017)之后，我们发现，在非常缓慢的突触和外部输入的
极限下，平均膜电位和放电率动力学变得几乎平稳。这

允许我们开发一个具有静态传递函数的类似 NMM，为
了简洁起见，我们将其称为 NMM1。接下来，我们使用
时间常数的生理参数值来分析这两个模型的动态，为了

评估形式化映射的有效性。对这两个系统的分岔分析表

明，这些模型并是不相等的，NMM2具有更丰富的动态



II 模型 [Models]

特性，包括锥体神经元群体对外部刺激的共振反应，以

及抑制性神经元间网络的自我持续振荡状态。

II 模型 [Models]

A 具有静态传递函数的 NMM[NMM with
static transfer function]

20世纪 70年代早期，由威尔逊和考恩 (Wilson and
Cowan 1972), Freeman (Freeman 1972, 1975)和洛佩斯·
达席尔瓦 (洛佩斯·达席尔瓦等 1974)，1974发展。这个框
架是基于两个关键的概念元素。第一种是突触动力学的

过滤效应，它将进入的活动 (通过放电率量化)转化为接
收群体中的平均膜电位扰动。第二个元素是一个静态传

递函数，它将来自突触和其他来源的膜扰动的总和转换

为输出的平均发射率 (Grimbert and Faugeras (2006)) 对
Jansen-Rit模型的一个很好的介绍)。接下来，我们分别
描述这两个元素。

突触滤波器由一个二阶线性方程实例化，将到达信

号的平均发射率 r(单位为 kHz)和平均突触后电压扰动
u(单位为mV)耦合 (Grimbert and Faugeras 2006; Ermen-
trout and Terman 2010)：

τ2s ü = Cγr(t)− 2τsu̇− u

在这里，参数 τs 设置了延迟时间尺度 (ms)，γ 表征了

mV/kHz的放大因子，C是无量纲的，并量化了接收群

体中每个神经元的平均突触数量。在时间 t = 0时插入

一个类似 dirac-delta的脉冲速率后，(1)的解读取初始静
止 (u̇(0) = u(0) = 0)系统的 u(t) = Cγτ−2

s te−t/τs。这

个 PSPs活动的模型是一个更普遍的公式的一个常用的
特殊案例，它考虑了突触后活动的不同上升和衰减时间

(Ermentrout和 Terman 2010)。
突触传递方程需要由神经群体的兴奋水平与其放

电率之间的关系来补充，即传递函数，Φ。通过传递函

数，每个神经元种群将其输入电流的总和 I转换为输出

放电率 r，即 r(t) = Φ[I(t)]。威尔逊和考恩，以及独立

的弗里曼，提出了一个 s型函数作为一个简单的模型来
捕捉神经质量对输入的反应，基于建模的见解和经验观

察 (Wilson and Cowan 1972; Freeman 1975; Eeckman and
J 1991)。s型函数的一种常见形式是

Sigm[I] =
2e0

1 + eρ(I0−I)
,

其中，e0为神经元种群的半最大放电率，I0为输入的阈

值 (当放电率为 e0时)，ρ决定了该阈值处的斜率。除了
这个 s型函数，传递函数可以从特定的神经模型，如泄漏
积分-火或指数积分和火，解析或数值拟合模拟数据，如

Fourcaud-Trocmé et al. (2003); Brunel and Hakim (2008);
Pereira and Brunel (2018); Ostojic and Brunel (2011); Carlu
et al. (2020)。在一些研究中，Φ被认为是平均膜电位的函
数，而不是输入电流 (Jansen and Rit 1995; Wendling et al.
2002)。尽管如此，输入电流和平均电压扰动之间的关系
通常被假定为线性的，见例如误差输出和Terman(2010)。
因此，这两个公式之间的差异可能只在传递函数已经经

过实验或数值推导的情况下才会相关。

总输入电流的形式 (2)将取决于所考虑的特定神经
元种群，以及它们之间的相互作用。在接下来的内容中，

我们将关注一个具有周期性反馈和外部刺激的单一人

群。因此，总输入电流是三个独立源的贡献，

I(t) = κu(t) + p+ IE(t)

其中，κ为循环电导，p为恒定的基线输入电流，IE 为

电场的影响。请注意的是，一些以前的研究没有使用

明确的自连通性作为传递函数的论点 (见 Grimbert and
Faugeras (2006); Wendling et al. (2002); Lopez-Sola et al.
(2022))。在下一节中，我们将展示 (3)中的术语 κu(t)在

递归网络中自然出现。

最后，我们通过定义 s = u/(Cγ)来重新调整突触

后电压，并使用辅助变量 z来写等式 (1)作为一个由两
个一阶微分方程组成的方组。有了这些选择，神经种群

动力学的最终封闭公式将被读取

τsṡ = z

τsż = Φ [Ks(t) + p+ IE(t)]− 2z − s

其中，K = Cγκ。我们在下面提到这个模型 NMM1

B 二次积分和放电神经元和
NMM2[Quadratic integrate-and-fire
neurons and NMM2]

考虑一个由 j = 1, . . . , N 索引的完全和均匀连接

的 QIF 神经元种群。种群中单个神经元的膜电位动态
Uj 由 (Latham et al. (2000); Devalle et al. (2017))

cU̇j = gL
(Uj − Ur) (Uj − Ut)

Ut − Ur
+ Ij, total (t),

当 Uj ≥ Uapex 时，Uj 被重置为 Ureset。在这个方程中，

Ur 和 Ut > Ur 表示神经元的静息电位和电位和阈值，

Ij, total 电流 (µA)，c膜电容 (µF)，gL是泄漏电导 (mS)。

如果不受扰动，神经元膜电位趋于静息状态值 Ur。在

输入电流存在的情况下，神经元 Uj 的膜电位可以增长

并超过阈值电位 Ut，此时神经元发出一个尖峰。当 Uj

达到某一顶点值 Uapex > Ut 时，就会产生一个动作电

位，此时 Uj 被重置为 Ureset。
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III 缓慢和快速的突触动力学限制 [Slow and fast synapse dynamics limits]

神经元 j的总输入电流为 Ij, total (t) = χj(t)+κu(t)+

ĨE(t)。该表达式的第一项 χj(t)对应于柯西白噪声，中

位数 χ̄和半宽 Γ(见 Clusella and Montbrió (2022))。第二
项 κu(t)表示来自其他神经元 u(t)的平均突触传递，耦

合强度为 κ。在 NMM1中，我们假设 u(t)遵循等式 (1)。
然而，在这种情况下，发射率是由种群动态自一致地确

定的

r(t) =
1

N
lim
τr→0

N∑
j=1

1

τr

∑
k

∫ t

t−τr

δ
(
t′ − t

(k)
j

)
dt′

其中 t
(k)
j 为神经元 j的第 k个峰值的时间，峰值持续时

间 τr在数值模拟中需要假设较小的有限值。最后，̃IE(t)

既可以代表来自其他神经群体的共同外部电流，也可

以代表电场的影响。在电场的情况下，电流可以近似为

ĨE = P̃ · E，其中 P̃ 是神经元对外部均匀电场响应的

球谐膨胀中的偶极电导项 (Galan 2021)。如果神经元处
于阈值下、线性状态且场较弱，这是一个很好的近似，

并且可以使用真实的神经元室模型来计算。为了简单起

见，我们在这里假设种群中的所有的QIF神经元对电场
的方向是相等的 (这可以推广到统计偶极子分布)。

为了分析模型的动力学特性，可以方便地将其转换

为简化形式。继 Devalle等人 (2017)之后，我们定义了
新的变量

Vj =

(
Uj −

Ur + Ut

2

)
/ (Ut − Ur) , s =

u

Cγ

并重新定义系统参数 (除 τm 外的所有无量纲)为

τm = c/gL,

J = κ
Cγ

c (Ut − Ur)
,

η =
ζ

gL (Ut − Ur)
− 1

4
,

∆ =
Γ

gL (Ut − Ur)
,

IE(t) =
ĨE(t)

gL (Ut − Ur)
, and

ξj(t) =
χj(t)

gL (Ut − Ur)
.

通过这些转换，QIF模型可以被写为

τmV̇j = V 2
j + η + Jτms+ ξj + IE(t).

突触动力学是由

τsṡ = z

τsż = r − 2z − s.

这些转换表示关于时间 (c/gL)、电压 (Ut − Ur)和电流

(gL (Ut − Ur))的参考值的 QIF变量和参数。在新的公
式中，唯一的维度量有时间单位 (τm和 τs，以毫秒为单

位)或频率为单位 (r和 s，以 kHz为单位)。在处理涉及

不同参数的多个相互作用的总体时，以及在使用经验测

量来确定特定的参数值时，记住这些变化是很重要的。

a 具有二阶突触的精确平均场方程
(NMM2)[Exact mean-field equations with
second order synapses (NMM2)]

从等式开始 (10)，Montbrio 等人 (2015) 导出了在
大的 N 极限下全连接 QIF 神经元的有效理论。最初，
该理论仅限于具有洛伦兹分布电流的确定性神经元。最

近，它也被证明适用于柯西白噪声影响下的神经元，柯

西白噪声是一种列维过程，使问题在分析上易于处理

(Clusella and Montbrió 2022)。无论如何，由等式给出
的一个神经元群的宏观活动 (10) 可以被描述为在时间
t, P (V, t)发现具有膜电位 V 的神经元的概率。在无限

个神经元的极限下 (N → ∞)，这种概率密度的时间

演化由分数福克-普朗克方程 (FFPE)给出。假设单个神
经元的复位和阈值电位设置为 Vapex = −Vreset = ∞，
FFPE可以通过考虑 P 具有一个随时间变化的平均膜电

位 u(t)和平均发射率 r(t)来求解，具有随时间变化的平

均膜电位 v(t)和平均放电率 r(t)的洛伦兹形状，P (V, t) =
τmr(t)

[V−v(t)]2+(πr(t)τm)2
,其中 τmṙ = ∆

πτm
+ 2rv τmv̇ = η −

(πrτm)
2
+v2+ τmJS + IE(t)。结合突触动力学 (11)，这

些方程描述了一个精确的 NMM，我们称之为 NMM2。

III 缓慢和快速的突触动力学限制
[Slow and fast synapse dynamics
limits]

A 慢突触限制并映射到 NMM1[Slow
synapse limit and map to NMM1]

将半经验模型NMM1 (4)和精确平均场模型NMM2(13)
的公式进行比较，我们可以很容易地观察到，后者可以

被解释为前者的扩展。在两种模型中，突触动力学由相

同的方程给出，但在 NMM2中，放电率 r 不是输入电

流的静态函数，而是一个系统变量。此外，NMM2还包
括平均膜电位 v的动力学效应，在经典框架中，它被认

为与突触后电位直接相关。

Devalle et等人 (2017)表明，在一个指数衰减 (即一
阶)突触的模型中，放电率可以表示为缓慢衰减突触的
突触极限下的传递函数。他们的工作遵循先前的结果，

在第 1 类神经元中，缓慢的突触极限允许人们推导出
种群动态的放电率方程 (Ermentrout 1994)。在这里，我
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IV 系统动态学 [System dynamics]

们回顾了相同的步骤，以表明 NMM2可以正式映射到
NMM1形式。我们在没有外部输入 (IE(t) = 0)的情况

下执行这样的推导。

让我们在等式中重新调整时间的大小 (13) 单位为
τs，费率变量为 1/τm 的单位

t̃ =
t

τs
, s̃ = τms, z̃ = τmz, r̃ = τmr.

此外，我们还定义了 ϵ = τm/τs。然后，NMM2模型 (方
程式 (11)和 (13))读数

ϵ
dr̃

dt̃
=

∆

π
+ 2r̃v

ϵ
dv

dt̃
= η + v2 − (πr̃)2 + Js̃

ds̃

dt̃
= z̃

dz̃

dt̃
= r̃ − 2z̃ − s̃.

现在取 ϵ → 0 (τs → ∞)，r̃和 v的方程在慢时间尺度上

变为准平稳，即：

0 ≈ ∆

π
+ 2r̃v

0 ≈ η + v2 − (πr̃)2 + Js̃.

这些方程的解由 r̃ = Ψ∆(η + Js̃)给出，其中 Ψ∆(I) =
1

π
√
2

√
I +

√
I2 +∆2。这是 QIF模型的传递函数，它将

输入电流与输出发射率联系起来。因此，在极限 ϵ → 0，

体系 (15)中，正式简化为 NMM1公式，等式 (4)。
在下面的章节中，我们将研究这种等价性在多大程

度上对 τm/τs的有限比率仍然有效。为此，可以方便地

用非调整的量重新定义 NMM1 和 NMM2 之间的类比，
这对应于在 Eq. (4) 使用 Φ = τ−1

m Ψ∆,K = Jτm, and
p = η。

在图 1中，我们将 ∆ = 1的 s型函数参数拟合到
Ψ∆。尽管这两个函数突然急剧增加，但仍有一个重要

的定性差异：QIF 模型的 f − I I 曲线对 I → ∞ 不饱
和。来自神经模型的其他传递函数也具有相似的无界行

为 (Fourcaud-Trocmé et al. 2003; Carlu et al. 2020)。这反
映了随着输入的增加，射击活动的持续增加，这已经在

实验研究中得到了报道 (Rauch et al. 2003)。

B 快速突触极限 [Fast synapse limit]

为了探索快速突触极限，在 NMM2方程中将时间
调整为 t̄ = t/τm。在这个新的框架中，并定义 δ :=

τs/τm = 1/ϵ，系统读取

dr̃

dt̄
=

∆

π
+ 2r̃v

dv

dt̄
= η + v2 − (πr̃)2 + Js̃

δ
ds̃

dt̄
= z̃

δ
dz̃

dt̄
= r̃ − 2z̃ − s̃.

其中，r̃, s̃和 z̃是在 (14)中定义的重新缩放的变量。在
快速突触极限的代数条件下，δ → 0 (τs → 0)，等式 (19)
减少为

dr̃

dt̄
=

∆

π
+ 2r̃v

dv

dt̄
= η + v2 − (πr̃)2 + Jr̃,

其中我们使用了由突触方程给出的 s̃ = r̃。这是瞬时突

触模型分析蒙特布里奥等人 (2015)，他表明 η − J 相图

有三个定性不同的区域存在一个恒定的输入：一个稳定

节点对应于低活动状态，一个稳定的焦点 (螺旋)通常对
应于高活动状态，和一个地区的双稳定性之间的低活动

稳定状态和异步持续射击。

图 1: QIF网络 (17)的传递函数为 ∆ = 1和 s型 (2)的
传递函数 Ψ∆

IV 系统动态学 [System dynamics]
在上一节中，我们已经证明了 NMM2可以在慢突

触的极限 (τm/τs → 0) 下映射到 NMM1，使用缩放关
系 (18)。然而，时间常数的生理值可能与这个限制不一
致。表 1为从实验研究中获得的不同神经元类型及其对
应的神经递质对应的 τm和 τs的参考值。请注意，在实

践中，这些值也取决于神经元的电学和形态学特性，以

4



IV 系统动态学 [System dynamics]

表 1: 锥体神经元 (Pyr)、膜时间常数 τm 和突触后电流
τs(PV+) 和神经胶质状细胞 (NGFC)(Neske et al. 2015;
Zaitsev et al. 2012; Povysheva et al. 2007; Avermann et
al. 2012; Oláh et al. 2007; Seay et al. 2020; Karnani et al.
2016; Bacci et al. 2003; Deleuze et al. 2019)。请注意，一
般来说，突触的时间常数应该依赖于神经递质，以及突
触前细胞和突触后细胞。由于我们只考虑自耦合种群，
因此我们没有指定在不同类型种群间传播的时间常数

Neuron type Neurotransmitter τm( ms) τs( ms) τm/τs

Pyr Glutamate 15 10 1.5

PV+ GABA 7.5 2 3.75

NGFC GABA 11 20 0.55

及神经元的前神经和后神经元类型。这样的细节水平需

要使用基于电导的室模型，这是数学复杂性的进一步步

骤，这超出了本文的范围。因此，我们将表 1中的值作
为粗粒度的量，它们正确地反映了点神经元模型中的时

间尺度，如QIF(10)(有关更详细的讨论，请参见第二节。
为了研究 τm/τs 的这些非消失值在多大程度上打破了

两个模型之间的等价性，在本节中，我们分析和比较了

由两种 NMM1描述的单个神经种群 (Eq(4)与等式 (18)
一起)和 NMM2(等式 (11)和 (13))。

第一步是识别系统的稳态。由于我们通过假设NMM2
的 r和 v变量接近平稳来推导出传递函数 (17)，因此两
个模型的不动点重合，并给出：

τmr0 = Ψ∆ (η + τmJr0) ,

v0 = − ∆

2τmπr0

s0 = r0

z0 = 0

此外，r0和 v0是Montbrio等人 (2015)分析的二维系统
的平衡点。请注意，确定不动点的唯一相关参数是 J, η

和 ∆时间常数 τm 仅作为 r0(和 s0)的乘法因子，而 τs

不进入稳态的表达式。

尽管三种模型 (NMM1、NMM2 和 Montbrio 等人
(2015)的原始系统)的稳态是相同的，但它们的稳定性
可能会不同，正如我们现在试图阐明的那样。控制NMM1
中不动点稳定性的特征值为：

λ± = τ−1
s

(
−1±

√
JΨ′

∆ [η + Jτms0]

)
NMM2 的类似封闭表达式是复杂的，而且在任何情况
下，稳态都没有显式表达式。因此，我们在后面的数值

延拓软件 AUTO-07p(Doedel et al. 2007) 来获得相应的
分岔图。我们分别分析了两种NMM模型中兴奋性 (J >

0)和抑制性 (J < 0)神经元种群的动力学。

A 锥体神经元 [Pyramidal neurons]

我们首先分析了 NMM1在兴奋性耦合 (J > 0)情

况下的动力学，通过固定 ∆ = 1和改变 η 和 J。根据

表 1，我们设置了 τm = 15 ms 和 τs = 10 ms。由于

NMM1特征值 (22)对于 J > 0是真实的，因此不动点

不显示共振行为，即它们要么是稳定的节点，要么是不

稳定的节点。对于正基线输入 η，无论耦合 J 的值如何，

只有一个不动点存在。相比之下，负 η出现了一个由两

个鞍节点 (SN)分岔组成的大区域。图 2a中的绿色曲线
显示了两个 SN分岔，它们在靠近参数空间原点的一个
尖处合并。在曲线边界的区域内 (绿色阴影区域)，低活
性和高活性状态共存，由第三个不稳定的不动点分开。

例如，图 2b 显示了 J = 40 的固定发射率作为 η 的函

数。时间常数 τm 和 τs 的值不影响双稳态区域。然而，

噪声振幅确实有影响：如附录A所示，NMM1允许一个
参数缩减，将所有参数和变量表示为的函数。因此，修

改对不动点稳定性的影响类似于重新调整 η → η/∆和

J → J/
√
∆(参见Montbrio等人 (2015))。因此，随着噪

声振幅的增加，在 (η, J)参数空间中，双稳态区域的增

加而缩小。

由于 NMM1和 NMM2的不动点重合，这两个 SN
分岔的分支也存在于 NMM2中。此外，没有出现其他
的分岔；因此，图 2a，b中所示的图表也适用于精确的
模型。然而，对于不动点的弛豫动力学有一个重要的区

别：在NMM1中，稳态总是节点，而在NMM2中，靠近
高活性状态的轨迹可能表现出瞬态振荡行为。例如，图

2c，d显示了从 NMM1(蓝色)和 NMM2(橙色)模拟得到
的时间序列，并接收在 t = 100ms的小脉冲。NMM2不
仅表现出振荡响应，而且 NMM2对发射速率扰动的影
响比 NMM1中要大得多。

NMM2的这种共振行为对应于高活性不动点 (实部
最大的不动点)的两个主要特征值是彼此的复共轭。图
2a 中的黑色曲线表示这两个特征值从实值 (曲线下方)
变为复杂值 (曲线上方)的边界线。对于 τm和 τs(连续黑
线)的生理值，这条节点聚焦线与Montbrio等人 (2015)
研究的瞬时突触模型非常相似。降低 τm/τs的比率可以

改变这种情况。如图 2a中的虚线和虚线曲线所示，当我
们接近缓慢的突触极限 (τm/τs → 0)时，共振区域 (其
中主要特征值很复杂)需要越来越大的 η值，并以足够
小的比率 τm/τs消失。因此，正如从第二部分的时间尺

度分析中所预期的那样。3、在此极限下，NMM1可以
忠实地再现 NMM2的动力学。然而，这种等价性不能
被外推到生理参数值上。
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IV 系统动态学 [System dynamics]

图 2: 由 NMM1和 NMM2所描述的锥体神经元群的动态。a鞍节分岔单分子亲核取代反应和双分子亲核取代反
应 (绿色曲线)限制了双稳定性区域 (浅绿色区域)，以及 NMM2中三个不同的 τm/τs 值的边界 (实线、虚线和虚
线)的节点焦点边界。b对于固定的 J = 40,∆ = 1, τm = 15 ms和 τs = 10 ms，发射速率作为函数 η的稳态值。
稳定的稳态分支用红色表示，不稳定的稳态分支用灰色表示。垂直虚线表示单分子亲核取代反应和双分子亲核
取代反应的分岔点 (cf。面板 a)。c，dηNMM1(蓝色) 和 NMM2(橙色)，η = 10, J = 10,∆ = 1, τm = 15 ms 和
τs = 10 ms的放电率 r，c和突触变量 s，d的时间演化。初始条件为稳态，在 t = 100 ms处应用一个 1ms长的
IE(t) = 10脉冲

B 中间神经元 [ Interneurons]

在这里，我们考虑了一群具有自循环抑制偶联的

GABAergic中间神经元 (J < 0)。特别是，我们关注小白
蛋白阳性 (PV+)快速峰值神经元，它在快速集体脑振荡
的产生中发挥着重要作用 (Bartos等，2002,2007；Cardin
等，2009年；铁辛加和塞杰诺斯基，2009年)。因此，我
们设置了 τm = 7.5和 τs = 2ms，详见表 1。

在这种情况下，NMM1 动力学相当简单：有一个
单一的不动点保持稳定，带有一对复的共轭特征值 (见
Eq(22))。因此，瞬态动力学在外部扰动时确实表现出共
振行为。尽管如此，我们并没有出现自我持续的振荡。

然而，在 NMM2中，独特的不动点可能通过超临
界 Hopf分岔失去 η > 0的稳定性 (HB+，见图 3a中的
蓝色曲线)。这种转变产生了一个大区域的快速振荡活
动，对应于所谓的神经元间伽马 (ING)振荡 (惠廷顿等
1995年；Traub等 1998年；惠廷顿等 2000年；巴托斯
等 2007年；布萨基和王 2012年)。这个机制的一个例
子如图 3b，c所示，同时使用了 NMM2以及由等式定
义的 QIF网络的微观模拟 (10)。

根据 ING 机制，振荡的出现是由于两种相反影响
之间的相位滞后：噪声兴奋驱动 (由 η 和控制) 和来自

循环连接的强抑制反馈 (由 J控制)。在NMM2中，这两
种力之间的去相位源于突触动力学引起的隐式延迟。因

此，膜和突触特征时间的比值 τm 和 τs 在 ING振荡的
产生中起着重要作用。图 3a中所示的蓝色区域对应于
PV+神经元、τm = 7.5和 τs = 2ms的时间尺度。在这

种情况下，振荡频率在伽马范围内 (40-200Hz)。然而，通
过降低参数比 τm/τs，Hopf分岔变得难以实现，振荡需
要更强的抑制反馈 (见图 3a中的黑色虚线)。同样，通过
增加 τm/τs，ING的活动也会减弱，因为需要更大的输
入 η 来产生振荡活动 (见图 3a中的黑色虚线曲线)。如
前一节所示，τm/τs 的两个极限与 NMM1 和 Montbrio
等人 (2015)所分析的模型相一致。上述结果表明，为了
在 NMM2中产生振荡活动，细胞膜和突触动力学需要
具有相当的时间尺度。

C 兴奋性人群中的网络增强共振
[Network-enhanced resonance in
excitatory populations]

4.1 部分的分岔分析。表明，在 NMM1 和 NMM2
中都不显示自我持续的振荡。这是意料之中的，因为

众所周知，仅兴奋本身通常不足以出现集体节律 (Van

6



IV 系统动态学 [System dynamics]

图 3: NMM2 描述的细小白蛋白阳性中间神经元群体的动力学。一个超临界 Hopf 分岔信号 τm = 7.5 msτs =
2 ms(蓝色曲线)，τm = 7.5 msτs = 20 ms(黑色虚线曲线)，和 τ.m = 7.5 msτs = 0.02 ms(黑色虚曲线) 振荡活
动的开始。蓝色阴影区域表示 τm = 7.5 msτs = 2 ms 的稳定极限循环行为。b 作为输入 η 的函数的发射率的
稳态值，对于固定的 J = −20、∆ = 1, τm = 7.5 ms 和 τs = 2 ms。红线表示稳定稳态，灰线表示不稳定稳
态，蓝线表示稳定极限循环的最大值和最小值。独立的虚线计算超临界 Hopf 分叉的位置 (参见图 a)。c 振荡
状态 (η = 20, J = −20,∆ = 1, τm = 7.5 ms 和 τs = 2 ms)下抑制群体的放电速率 r 的时间演化，通过将网络与
N = 1024QIF神经元 (10)(黑色)和 NMM2(13)(橙色)集成而获得。d对应于面板 (c)的 QIF网络的模拟中的尖峰
时间的光栅图。使用 Euler Maruyama积分和 dt = 10−3 ms，在 Vapex = −Vreset = 100。发射率 r使用公式 (7)计
算 τr = 10 − 2 ms。

Vreeswijk et al. 1994)。然而，在 NMM2中，高主动稳
态对应于参数空间的大区域的稳定焦点。在本节中，我

们利用了这种共振行为，其灵感来自于受 tACS刺激影
响的锥体神经元群体的振荡反应。因此，我们考虑了注

射了 τm = 15 ms和 τs = 10 ms的 NMM2模型

IE(t) = A sin(ωt).

我们期望诱导振荡活动 ω 接近于系统的共振频率，由

v := Im[λ]给出，其中 λ是实部最大的不动点特征值。

图 4，b显示热图的标准偏差的发射率，σ，通过刺
激获得的稳定焦点 NMM2 在不同频率 ω 和振幅 A. 弱
基线输入 η(图 4)，系统的振幅显示一个大的舌状区域，
与一些额外的狭窄的舌头在较小的频率。

主舌位于共振频率 ω ≃ v(见灰色垂直虚线)，对应
于驱动节奏的夹带，而次舌对应于高次谐波的夹带。增

加外部输入 η(图 4b) 会导致系统在更大的频率上产生
共振，并缩小所施加的刺激的放大区域。尽管与通常的

描述驱动振荡系统的阿诺德舌头相似，我们记得在这里

我们是在一个其他静止的系统中诱导振荡活动。因此，

即使振幅很小，在驱动频率的某个谐波处也总是有一个

振荡响应。

即使在振荡输入信号的振幅很小，电刺激方案通常

也能产生很大的效果。因此，我们通过对 λ = µ+ iv的

扰动分析来研究弱刺激的影响。通过将 NMM2方程展
开到接近不动点并求解得到的线性系统，我们得到了振

幅响应作为驱动频率的函数：

A(ω;λ, β) ={[(
ω2 + µ2 − v2

)
(vbi − µbr)− 2µv (vbr + µbi)

]2
+ω2

[
2biµv + br

(
ω2 + µ2 − v2

)]2}1/2

×
[(
ω2 + µ2 − v2

)2
+ 4µ2v2

]−1

其中，λ = µ+iv为实部最大的不动点特征值，b = br+ibi

为相关的振幅分量 (见附录 B)：数学细节)。这两个复量
可以通过数值计算系统的雅可比矩阵的特征值和特征

向量来得到。图 4d和 e中的黑色曲线说明了解析表达
式与数值结果 (彩色符号)比较的有效性。总的来说，扰
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图 4: 图 4 tACs刺激的效果，等式 (23)，在 NMM2给予的锥体神经元群体中 (13)。a、b r 标准偏差的热图显示
η = 1(面板 (a))和 η = 50(面板))的 Arnold舌头。其余的系统参数为 J = 10,∆ = 1, τm = 15 ms和 τs = 10 ms。c
通过在谐振频率 v 刺激总体获得的归一化振幅 σ/A，用于增加耦合强度的值。实线对应于分析结果 (等式 (24))，
圆对应于数值模拟。d、e对应于相同参数的归一化放大 σ/A面板 (a)和 (b)。符号对应于 (a)和 (b)中报告的数
值模拟。黑色连续线对应于等式 (24)。f当增加外部输入 η时，谐振频率 v处的归一化振幅 σ/A。线对应于等式
(24)，符号对应于数值模拟。在所有面板中，在让系统放松到固定点 1秒后，模拟周期性刺激 2秒。标准偏差 σ
的报告值仅对应于刺激的最后 1 s，以避免捕捉瞬态效应

动分析为 A < 1提供了一个很好的近似，表明，在这个

阶段，ω = v提供了最大的扩增。

最后，我们利用这些结果来研究系统参数 J和 η对
神经质量振幅响应的影响。图 4b，c显示了对于不同的
J 和 η值，使用最优刺激方案 ω = v和 A = 0.1获得的

数值 (开圆)和分析 (线)结果。总的来说，系统的振荡
振幅随 J 呈超线性增加，随 η呈次线性增加。这些结果

说明了自连通性在 tACs刺激中的重要性，并有可能解
释了这些方案的有效性，尽管应用电场很薄弱。由于我

们只考虑了兴奋性种群的驱动，相关的共振频率可以相

当大 (η = 50和 J = 50高达 400 Hz)

V 结论 [Conclusions]
几十年来，NMMs 一直建立在一个简单的框架的

基础上，该框架将突触激活的线性动力学与非线性静

态传递函数相结合，将神经活动 (放电率) 与兴奋性联
系起来 (Wilson and Cowan framework relates to previous
semi-empirical models should 1972; Freeman 1975; Lopes
da Silva et al. 1974)。这种观察是由经验观察和神经活
动的启发假设维持的。基于该框架的模型已被用来解释

神经振荡背后的机制 (Lopes da Silva et al. 1974; Free-
man1987; Jansen and Rit 1995; Wendling et al. 2002)，最
近创建大规模脑模型，通过电刺激治疗神经病变 (Kunze
et al.2016;Sanchez-Todo et al.2018;Forresteret al. 2020)

进一步的理论努力为神经群体的动力学建模提供

了更复杂的工具。通过从特定的单细胞模型推导传递函

数 (Gerstner 1995; Brunel and Hakim 2008; Ostojic and-
Brunel 2011; Carlu et al. 2020)，添加适应机制 (Augustin
et al. 2017)，或有限大小效应 (Benayounet al. 2010; Buice
et al. 2010)。在这种情况下，精确的 NMM(也称为下一
代 NMM) 为直接将单个神经元动力学与介观活动联系
起来开辟了一条新的道路 (Montbri6 et al. 2015)。了解
这个新颖的框架与以前的半经验模型之间的关系，应该

可以让我们验证经典 NMM的适用范围。
在这里，我们研究了具有二阶突触的神经团，类似

于最近工作中研究的神经团 (Coombesand Byrne 2019;
Byrne et al. 2020, 2022)。该模型自然地将 Montbri6 等
人 (2015)提出的动态放电速率动力学与用于健康NMM
的典型线性滤波抑制突触传递联系起来。根据 Ermen-
trout(1994)和 Devale等人 (2017)，我们表明，在慢突触
极限和没有时变输入的情况下，精确的模型可以正式地

映射到一个具有静态传递函数的更简单的形式。然而，

我们发现这种关系的有效性范围超出了模型参数的生

理值。利用时间常数的真实值对动力学进行分析，说明

了这样一个事实：基本特性，如兴奋性种群的共振行为

和 PV+神经元的神经元间-伽马振荡动力学，不能被传
统的模型公式所捕获。

在启发式 nmm的背景下，一些工作提出包括额外
的适应变量，以进一步填补中尺度和单细胞模型之间的
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空白 (Camera et al. 2004; Augustin et al. 2017))。尽管与
潜在的神经网络动力学更相似，但所得到的方程仍然是

稳态近似，而且它们的准确性是依赖于模型和参数的。

有趣的是，类似的峰值适应机制提高了单细胞研究中集

成和发射模型的准确性 ((Rauch et al. 2003; Mensi et al.
2012)；因此，在 NMM2的背景下也考虑了类似的机制
(Gast et al. 2020)。尽管如此，目前还缺乏对这两种框架
中的适应效果的系统比较。

尽管导致 NMM2的精确平均场理论是发展神经活
动的现实中尺度模型的重要一步，但QIF神经元是一个
有一定局限性的简化模型。例如，这里我们使用了非难

治性神经元，因为增加输入电流总是会导致放电率的增

加。未来的研究应探讨屈光期对精确 nmm的新兴节律
和刺激效应的作用。这可能会导致QIF传递函数的一个
更真实的饱和形状 (图 1)。此外，为了将实验观察结果
转化为模型，可能需要进一步考虑。特别是，表 1 中
报告的突触时间常数应该反映了与从输入部位到躯体

的电流传输相关的延迟和过滤。这不是简单测量实验，

它可以改变大大取决于突触位置，形态，同时激活脊柱

突触的数量 (Eyal et al. 2018)，和电气属性 (Koch and
Segev 2003)，这不是由 QIF神经元，但可以估计使用现
实的舱模型 (Agmon-Snir and Segev 1993)。此外，QIF模
型是 i型可兴奋神经元的近似模型，ii型具有完全不同
的放电模式和 f -I曲线。
精确平均场理论的一个重要应用是在经颅电刺激

下。几十年的研究表明，弱电场影响神经处理 (Ruffini
et al. 2020)。在 tES中，皮层产生的电场约为 1 V/m，已
知会产生亚 mV膜扰动 (Bikson et al. 2004; Ruffini et al.
2013; Aberra et al. 2018)。然而，应用场在本质上是介
观的，应用时间很长，空间尺度为几厘米，时间尺度为

数千秒。然而，应用场在本质上是介观的，应用时间很

长，空间尺度为几厘米，时间尺度为数千秒。因此，该领

域一个长期存在的问题是，神经元网络如何处理空间上

一致的弱输入，这些弱输入几乎不影响单个神经元，但

在种群记录中产生可测量的影响。通过精确的平均场模

型，我们证明了单个种群对这种弱交变电场的敏感性可

以通过兴奋性神经元种群中神经种群的内在自连通性

和外部强直输入来调节。重要的是，这种共振行为不能

被具有静态传递函数的启发式 nmm所捕获。
对于本研究中选择的生理启发的参数值，对兴奋性

神经元的放大效应似乎比实验观察到的要弱。我们可以

推测，某些神经元种群可能处于接近临界状态，即接

近 NMM2 模型的分叉点 (Chialvo 2004; Carhart-Harris
2018; Vázquez-Rodríguez et al 2017; Zimmern 2020;K¯oksal
Ers ¯oz and Wendling 2021; Ruffini and Lopez-Sola 2022)。

例如，这将适用于抑制种群，它显示出 Hopf分叉，其
中临界点附近的状态对在长时间尺度上的弱但均匀扰

动显示出任意大的放大敏感性。由于电场被期望与兴奋

细胞耦合更强，这种情况应该在多群 NMM2的背景下
进行研究，由兴奋细胞传递电场扰动。精确的 nmm提
供了一个适当的工具来研究这种行为，以及非均匀电场

的影响——我们将其留给未来的研究。

VI 附录 A NMM1和 NMM2中的参
数缩减录 [Appendix A Parameter
reduction in NMM1 and NMM2]
一种简化动力系统分析的一种常见方法，如NMM1(Eq4)

和 NMM2(方程式 11,13)是通过参数约简。虽然这可以
通过不同的方式实现，但在这里，我们选择，遵循Mont-
brio等人 (2015)，重新调整系统参数如下：

η̃ =
η

∆
, J̃ =

J√
∆
, β =

τs
√
∆

τm

然后我们定义了新的变量

t̃ =

√
∆

τm
t, r̃ =

τm√
∆
r, ṽ =

v√
∆
,

s̃ =
τm√
∆
s, z̃ =

τm
∆

z.

根据这些定义，以及等价关系 (18)，NMM1的形式是：

β
ds̃

dt̃
= z̃

β
dz̃

dt̃
= Ψ1[η̃ + J̃ s̃]− 2z̃ − s̃.

类似地，NMM2模型 (方程式 11,13)成为
dr̃

dt̃
=

1

π
+ 2r̃ṽ

dṽ

dt̃
= η̃ − (πr̃)2 + ṽ2 + J̃ s̃

β
ds̃

dt̃
= z̃

β
dz̃

dt̃
= r̃ − 2z̃ − s̃.

这些简化系统表明，两种模型的动力学仅受三个有效参

数 η̃, J̃ 和 β 的控制。特别是，系统吸引子的改变的效

果可以通过适当地修改其他参数来实现。此外，这种简

化明确地表明，系统的分岔并不依赖于 τm和 τs的特定

值，而只依赖于它们的比率。但是，请注意，在 (A4)中，
所有的参数和变量，包括时间，都开始考虑了。这与整

个论文中使用的公式 (方程式 (13))，其中时间以毫秒为
单位。
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VII 附录 B对弱周期性强迫系统的分
析 [Appendix B Analysis of a
weakly periodically forced
system]

在此，我们介绍了弱周期扰动系统对周期周期扰

动系统的研究结果。虽然我们考虑了一个特定的系统

4.3，但为了简单起见，我们考虑了一个通用的设置。设
x(t) ∈ Rn 为一个 n维状态向量，时间演化由自治非线

性系统给出 ẋ = F (x). 在 NMM2 中，F 遵循方程式

(11,13)，状态向量读取 x = (r, v, s, z)T。设 x(0) 是系

统的一个稳定不动点，J = J
(
x(0)

)
是相应的雅可比矩

阵。我们考虑一个作用于等式的周期性强迫 (B5),

ẋ = F (x) + ϵa sin(ωt)

其中，ϵ是一个弱耦合 0 < ϵ ≪ 1，一个 a ∈ Rn是整个

系统变量间强迫分布的归一化向量。例如，在本文中考

虑的情况下，a = (0, 1, 0, 0)T，因为周期性驱动只作用

于平均膜电位。设 S 为 J 的特征向量矩阵，Λ为特征

值的对角矩阵，从而得到 S−1JS = Λ。由雅可比特征

值定义的基中的摄动向量的坐标为 α := S−1δx。因此

α̇ = S−1δ̇x

= S−1JSS−1δx+ S−1a sin(ωt)

= Λα+ b sin(ωt)

其中 b := S−1a，即由 S 定义的基中 a的坐标。

由于 Λ是一个对角线矩阵，所以使用等式 (B6)可
以为复杂空间中每个 αj 的标量形式写为 α̇j = λjαj +

bj sin(ωt), j = 1, . . . , n。为了简单起见，下面我们去掉了

子指标 j。每个线性系统的解读取α(t) = −bω sin(ωt)+λ cos(ωt)
λ2+ω2 +

keλt。以 k ∈ R为自由常数。由于不动点是稳定的，最
后一项在长期内消失。让 λ = µ+ iv。α的行为的显著

变化取决于 v是否为零，即不动点是稳定节点还是稳定

焦点。让我们从一个简单的例子，v = 0开始。然后，在

t → ∞，α(t) = b sin(ωt+ϕ)√
µ2+ω2

其中，ϕ = arctan(µ/ω)。因

此，这些类型的分量总是振荡的，但振荡的振幅衰减为

1/
√
µ2 + ω2。因此，如果强迫频率太快，或稳定性太强，

那么诱导的振荡分量就可以忽略不计。

现在让我们来看看更有趣的 v ̸= 0的案例。由于我

们考虑的是一个实系统，因此总是存在一对复特征值，

使得 λ± = µ± iv与复共轭特征向量 α±(实系数多项式
的共轭根定理)相关联。因此，实系统的动力学由 α±的

实部给出

α(t) + α∗(t)

2
= ϵA(ω;µ, ν) sin(ωt+ ϕ)

其中 A(ω;µ, ν) =

√
P 2+Q2

D

and ϕ = arctan(Q/P ), with

P :=
(
ω2 + µ2 − v2

)
(vbi − µbr)− 2µv (vbr + µbi)

Q := ω
[
−2biµv − br

(
ω2 + µ2 − v2

)]
D :=

(
ω2 + µ2 − v2

)2
+ 4µ2v2

它对应于在正文中的等式 (24)。
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