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摘要 [Abstract]
我们分析了一个大系统的异质二次整合-发射 (QIF)

神经元的突触耦合。该模型被精确地简化为一个发射率

方程系统，用于研究完全同步、部分同步和非相干状态

的存在性、稳定性和分岔。结合此分析，我们对 QIF神
经元的原始网络进行了广泛的数值模拟，并确定了部分

同步状态的宏观和微观状态之间的关系。结果总结为两

个相图，对于均质和异质种群，这是在很大程度上的分

析得到。对于兴奋性耦合，相图与具有时间延迟的库拉

本模型非常相似，尽管这里的稳定边界扩展到参数空间

中神经元不是自维持振荡器的区域。相比之下，抑制耦

合的边界结构是不同的，并且对于同质网络已经揭示了

在库拉本模型中不存在的各种部分同步状态的存在：集

体混沌、准周期部分同步 (QPS)，以及一种我们称之为
调制-QPS(M-QPS)的新状态。在异质性的存在下，部分
同步的状态下，QPS和M-QPS持续存在。此外，异质
性的存在极大地放大了激发和抑制的非相干稳定边界

之间的差异。最后，我们将我们的结果与传统的具有时

间延迟的模型 (Wilson Cowan-type) 发射率模型的结果
进行了比较。传统发射速率模型的振荡不稳定性仅对具

有强非均匀性的抑制性耦合定性地与我们的结果一致。

I 引言 [INTRODUCTION]
自从霍奇金和赫胥黎 [1]的开创性工作以来，尖峰

神经元模型已经成为研究神经元网络集体动力学的标

准数学工具。这些模型解释了神经元的基本特性——阈

下电压动力学、尖峰和不连续的突触相互作用——因此，

尖峰神经元的网络在生物学上被认为是现实的。然而，

尖峰神经元的网络模型通常不易于分析，因此大多是一

个计算工具。

另外，研究人员使用简化的模型来描述细胞群中平

均活动的一些测量方法，通常作为放电率 [2]。这种平
均场模型 (这里我们称之为“传统的放电率模型”或简
单的“放电率模型”)忠实地捕获了在大量异步峰值神
经元中观察到的主要定性动态状态，并可以使用微分方

程的标准技术进行数学分析；参见，例如，参考文献 [3–
6]，尽管它们的流行，传统的发射率模型有两个主要的
局限性，这强烈地限制了它们在神经科学中的适用性范

围。首先，这些模型在描述集体状态的动态方面并不准

确，其中有相当大一部分神经元同步触发峰值。第二，发

射率模型没有通常表示对原始网络的适当的数学缩减，

而是启发式的。因此，传统的放电率模型中的参数与整

个峰值神经元网络中的参数之间一般没有精确的关系，

因此网络的宏观状态与组成神经元的微观动力学之间

没有明确的联系。

传统放电率模型应用的一个重要例子是出现在分

析具有时滞的神经元网络中。众所周知，突触和树突状

的处理，以及轴突的传播，在神经元的相互作用中产生

不可避免的时间延迟，从而深刻地塑造了尖峰神经元网

络的振荡动力学。对具有时间延迟的尖峰神经元的大型

网络的研究是复杂的，在这种情况下，对放电率描述的

数学和数值分析特别富有成效；例如，参考文献 [7–25]。
然而，使用传统的放电率描述，可以捕获多少由具有突

触延迟的峰值神经元组成的大型网络的实际动态呢？

在本文中，我们研究了一个具有突触延迟的异质二

次积分-发射 (QIF)神经元的大系统的集体动力学。为了
进行分析，我们利用了一种新的低维放电率模型，该模

型可以精确地从 QIF神经元 [26]的种群中得到。因此，
我们使用了一个发射率方程系统 (FRE)，与传统的发射
率模型相比，它忠实地再现了网络的所有可能的集体状

态。这个通过对 FRE 的数学分析，我们可以得到齐次
网络和异构网络中异步状态稳定性边界的精确公式。结

合此分析，我们对相应的 QIF 神经元网络进行了数值
模拟，以研究与 FRE 宏观动力学相关的微观状态。这
一综合分析揭示了存在大区域的振荡状态，这是无法达

到使用传统的发射率模型。其中一些状态特别有趣，我

们对它们进行详细的调查。它们已经出现在相同的抑制

性神经元种群中，在完全同步和异步状态都不稳定的参

数区域。因此，在这些政权中，该系统介于完全秩序和

无序之间，在一个通常被称为“部分同步”[27]的状态
下。相同单元网络中的这种部分同步状态是自组织的集

体状态，其中平均场的属性不能从单元的内在动力学中

简单地推断出来，而是网络的一种突现属性。在这里，我

们发现了三种不同类型的部分同步状态 (具有周期、准
周期和混沌平均场动力学)，并研究了这些状态如何随
着神经元的异构性而变化。

我们的工作主要建立在两位作者 [28]关于相同的、
自振荡的QIF神经元网络动力学的结果上。这里我们扩
展了参考文献 [28]中的结果。在几个方面：

(1)该分析并不局限于自振荡的 QIF神经元，而是
扩展到可兴奋的 QIF神经元的网络。

(2) 在李亚普诺夫指数的系统计算的支持下，我们
对部分同步状态及其分岔进行了详细的数值探索。这使

得我们能够发现一个到一个新状态的过渡，我们称之为

调制准周期部分同步 (MQPS)，以及到集体混沌的“准
周期路径”。此外，我们还研究了部分同步状态是如何

随着神经元的异质性而转换的。据我们所知，这个问题

在以前研究相同振荡器 [29–41]的不同种群中的部分同
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步的工作中还没有得到解决。

(3)我们得到了异质性QIF神经元种群对应的相图。
异质性放大了抑制性网络和兴奋性网络之间的动态差

异。最后将相图与传统的发射率模型进行了比较，并从

文献 [26]中得到的精确 FRE中得到。两种发射速率模
型的振荡不稳定性仅在具有较强异质性的抑制性网络

中定性一致。

本文的组织结构如下。在第二部分，我们提出了所

研究的时滞 QIF网络模型。在第三部分，我们介绍并讨
论了在大系统尺寸极限下，从 QIF 网络推导出的低维
FRE。在第四部分，我们用部分同步状态 (QPS，M-QPS，
集体混沌)的数值模拟来补充 FRE的理论分析。在第五
部分中。我们分析了系统动力学中异质性的影响。最后，

在第六部分我们讨论了我们的结果，并将其与使用传统

的发射率描述获得的结果进行了比较。

II 模型描述 [MODEL
DESCRIPTION]
我们考虑一个由 N ≫ 1全对全耦合的 QIF神经元

组成的网络。神经元的膜电位由以下二次微分方程 [42]
控制：

τ V̇j = V 2
j + Ij j = 1, . . . , N,

其中，τ 是一个时间常数。每当一个神经元的膜电位达

到一个上阈值 Vth ≫ 1时，它就会被触发。显然，除了

等式 (1)，必须定义一个峰值重置条件：

If Vj > Vth , then Vreset ← Vj .

在我们的理论分析中，我们考虑了 Vth = −Vreset →∞，
它在数值模拟中忠实地再现：首先，我们考虑 Vth =

−Vreset = 500。然后，在放电后，我们在 2τ/Vth 后将

神经元设置为 Vreset。这是一个神经元需要从 Vth 到达

+∞并从 −∞返回到 Vreset [43]的大约时间。
在等式中的输入 (1)由两个不同的贡献决定：

Ij = ηj + Js(t).

第一项代表了熄灭的异质性，对于振荡状态下的神经元

(ηj > 0)，它决定了内在的峰间间隔 (ISI)，

Tj = πτ/
√
ηj .

第二项对应于平均场耦合，其中 J 为耦合强度，s(t)为

平均突触激活量。我们考虑了具有延迟、平均场耦合的

尖峰神经元网络，

s(t) =
τ

Nτs

N∑
j=1

∑
k

∫ t−D

t−D−τs

δ
(
t′ − tkj

)
dt′,

式中，tkj 为神经元 j 的第 k 个峰值的时间，τs 为突触

时间常数。在采用热力学极限N →∞后，我们取极限
τs → 0，使其 s与 t−D时的瞬时种群平均发射率成正

比：

lim
τs→0

lim
N→∞

s(t) = τr(t−D) ≡ τrD.

最后，我们假设淬灭非均质性的洛伦兹 (柯西)分布，

g(η) =
∆/π

(η − η̄)2 +∆2
.

III 低维描述：发射率方程式
[LOW-DIMENSIONAL
DESCRIPTION: FIRING RATE
EQUATIONS]
在热力学极限下，QIF神经元的网络可以简化为一

个有限的 FRE [26,44] 集。假设条件神经元密度 ρ(V |
η, t)是所有 η值 [26]的洛伦兹值，这在数学上等价于引
用所谓的 Ott-Antonsen(OA)理论 [45]。

具体来说，奥特和安东森的原始工作适用于仓本模

型，这表明该模型承认库本阶参数 [45] 的精确低维描
述。同样的理论也适用于大量的全局脉冲耦合振荡器

[46]，特别是对于 θ神经元 [47–52]的集合。θ-神经元相
位模型可以转换为基于电压的描述，即 QIF模型 [53]。
类似地，对 θ神经元网络的宏观描述 (根据仓本序参数)
转化为对QIF神经元集合的更自然的描述，在神经科学
中特别相关的两个平均场量：平均放电率和平均膜电位

[26]。
这种对 QIF神经元集合的放电率的描述非常简单，

并且易于进行数学分析。这促使人们最近将QIF神经元
的 FRE扩展到许多不同的设置 [54–61]。特别是，考虑
到第二部分中的QIF模型，FRE由发射率 r和平均膜电

位的两个延迟微分方程组组成，

v =

∫ ∞

−∞
dηg(η)

[
lim

R→∞

∫ R

−R

dV ρ(V | η, t)V

]
,

其中 [26, 28]

τ ṙ =
∆

πτ
+ 2rv,

τ v̇ = v2 + η̄ − (πτr)2 + JτrD.

这些 FRE 从 QIF 神经元等式 (1) 种群的放电率 r 和平

均膜电位 v 两方面描述了无限多个尖峰神经元种群的

演化。方程 (7)有 5个参数，通过无量纲化可以简化为
三个参数。在参考文献 [28]中的 FRE方程式 (7)在限制
性 η̄ > 0下进行分析，并进行相应的重新缩放。这种重

2
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新缩放可以系统地改变时滞参数 D(包括情况 D = 0)，
并便于与经典的和经过充分研究的具有延迟 [62–66]的
仓本模型进行比较。

或者，在这里我们考虑一个新的无量纲化，它允许

我们研究 FRE方程 (7)的动力学。在整个 η̄范围内，因

此大多数神经元可以是自振荡的 (η̄ > 0)，也可以是静

止/兴奋的 (η̄ < 0)。具体来说，我们用D和 τ 将时间和

v重新调整为

t̃ = D−1t, ṽ = Dτ−1v,

因此，新的，无维速率是 r̃ = Dr的动力学可以完全探

索，而不损失 =博士，然后的通用性，考虑重新调整的
参数

J̃ = Dτ−1J, η̃ = D2τ−2η̄, ∆̃ = D2τ−2∆,

并在方程式 (7)中设置 τ = D = 1。具体地说，我们研

究了无维的方程组

dr̃

dt̃
=

∆̃

π
+ 2r̃ṽ,

dṽ

dt̃
= ṽ2 + η̃ − (πr̃)2 + J̃ r̃D=1.

为了减轻符号的重量，我们在后面删除这些符号 (也在
图形标签中)。

IV 相同神经元群体
[POPULATIONS OF
IDENTICAL NEURONS]
正如我们之前讨论的，参考文献 [28]中研究了相同

振荡神经元的情况。使用需要 η̄ > 0的重放。这里我们

采用等式中的缩放 (8)，这允许我们通过系统地改变参
数 η̄来对系统的动力学进行详尽的研究。

在开始分析之前，我们强调洛伦兹 ansatz(或等效的
OA ansatz)对于相同的振子不是严格有效的。在这种情
况下，系统是部分可积的，它的相空间由一个不变流形

的连续体组成，即洛伦兹式的一个特定的流形。实际上，

对于相同神经元 (∆ = 0)的情况，正确的方法是诉诸所

谓的 [67]理论 [67]，而不是 [60,68]。然而，从物理角度
来看，OA/洛伦兹分析是非常重要的，因为任何少量的
噪声和/或异质性都会破坏简并性，至少对目前为止分
析的系统来说，密度收敛到 OA流形 [69]附近。

因此，在接下来的文章中，我们将分析相同的情况，

考虑到一旦系统中添加了少量的噪声或异质性，它的重

要性就完全成立。然而，为了避免积分算法中包含噪

声/异质性，我们在所有相同 QIF 神经元集合 (1) 的数

值模拟中使用了洛伦兹流形的初始条件。

A 分析结果：非相干状态和完全同步状态
[Analytical results: The incoherent and
the fully synchronized states]

a 非相干状态 [The incoherent state]

式 (9)最多有四个固定点。在某些参数值中，其中
一个点位于负速率区域 (r < 0)，我们称之为“非物理

的”。此外，对于 ∆ = 0，轴 r = 0是不变的，因此由

r(0) > 0启动的解始终保持正。方程式 (9)的平衡点可
分为两组固定点：

(1)第一对不动点位于 (r, v)平面上

a± =

(
J ±

√
J2 + 4π2η̄

2π2
, 0

)
.

对于 J > 0，这些不动点出生在位于

Jsn = 2π
√
−η̄.

这条线在图 1中部分表示为实绿色直线，位于 η̄ < 0区

域。请注意，对于 η̄ > 0，固定点 a−是非物理的，而只

有当 η̄ > 0时，对于 J < 0才存在 a+。如下图所示，不

动点 a+在很大的参数值范围内都是稳定的。我们将把

a+ 称为非相干状态，或异步状态。对于有限网络，一

个 a+变成了所谓的扩展状态，所有神经元都以相同的

ISI触发，每个 ISI/N 时间单元触发。

(2)第二对不动点，

q± = (0,±
√
−η̄),

仅存在于 η̄ < 0。它们对应于静止状态，并与单个 QIF
神经元的固定点重合。因此，q−(分别为 q+)是非常稳
定的 (不稳定的)。η̄ = 0处的分岔 (图 1中的绿色虚线)
有点特殊，因为它不是像预期的那样是 q+ 和 q− 的简

单鞍节点分岔。对于 J > 0，它涉及到与 −的同时碰撞，
而对于 J < 0，它与 η̄ > 0的 a+ 的出现重合。

only exists for η̄ < 0. They correspond to quiescent
states, and coincide with the fixed points of an individual
QIF neuron. Hence, q−(respectively, q+) is trivially sta-
ble (unstable). The bifurcation at η̄ = 0 (green dashed line
in Fig. 1) is somewhat peculiar because it is not a sim-
ple saddle-node bifurcation of q+and q−as expected. For
J > 0, it involves the simultaneous collision with a−, while
for J < 0 it coincides with the appearance of a+for η̄ > 0.
接下来，我们研究了不动点的线性稳定性。非相干态 a−
总是不稳定的，而对高活性、异步态 a+的线性稳定性

分析显示了一些有趣的特征。在等式 (9)线性化中施加

3
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图 1: 相同神经元的相位图，∆ = 0。阴影区域：异步状
态 (a+)是稳定的。横向孵化区域：完全同步是不稳定
的。水平阴影区域：完全同步状态不存在，唯一的吸引
子是全局静止状态 q−。完全同步的自持续振荡的轨道
创建在虚线 (η̄ < 0)，等式 (14)蓝线和红线是不相干方
程 (10)的亚临界和超临界类 hopf不稳定性的轨迹。实
绿色线：鞍节点分叉。垂直的绿色虚线将 QIF神经元的
振荡状态与可兴奋状态分开。

边际稳定性 λ = iΩ条件，我们发现一个振荡不稳定族

在

J
(n)
H = π

(
Ω2

n − 4η̄
)
×

{ (
6Ω2

n + 12η̄
)−1/2

, odd n,(
2Ω2

n − 4η̄
)−1/2

, even n,

其中，Ωn = nπ。我们指出，这些不稳定性 (在图 1的
相图中用蓝色和红线表示)实际上是类似于Hopf的，而
不是 Hopf，因为有两个事实：(i)在 [28]的补充材料中
计算的振幅方程是退化的。(ii)在超临界情况下，我们
发现新出现的极限环有一个周期 2π/Ωn，当一个人离开

阈值时保持不变。这显然与方程式的可逆性质有关。(9)
对于 ∆̃ = 0(注意不变性 t → −t, v → −v)正如在参考
文献 [28]中所述。当 D 为非零时，稳定具有固定周期

的对称轨道。

b 完全同步状态 [The fully synchronized
state]

除了异步状态的稳定边界外，我们还可以解析地确

定完全同步的边界，Vj = V (t), ∀j。自由等式 (9)不适
合这种分析，因为完全同步状态对应于沿 v 轴的简并

无限轨迹。因此，我们使用原始的方程式 (1)来研究完
全同步。. 如参考文献 [28] 中所示，对于振荡动力学
((η̄ > 0))，完全同步的稳定区域受曲线族为界

J
(n′)
s = 2

√
η̄ cot

(√
η̄

n′

)
with n′ = 1, 3, . . . ,

并通过均匀间隔的线
√
η̄ = mπ其中m = 1, 2, 3, . . .。然

而，在 η̄ < 0的情况下，我们强调术语“完全同步”不能

被严格使用，因为神经元是可兴奋的，而不是自我持续

的振荡器。然而，为了简化符号，在下面我们将 η̄ < 0的

集体振荡状态称为完全同步状态。事实上，由于时间延

迟的存在，集体自持续振荡在原则上可以维持为足够强

的兴奋耦合。为了研究这些状态的存在性和稳定性，我

们重写了 QIF模型等式 (1)作为

V̇j = V 2
j − |η̄|+ JrD.

然后，为了研究一个完全同步状态的存在性，我们可以

在等式 (12)中去掉指数 j。请注意，在没有耦合的情况

下，等式 (12)有一个稳定 (s)和一个不稳定 (u)不动点

V ∗
u = −V ∗

s =
√
|η|.

在连续的峰值之间，所有神经元的膜电位的演化是由

V̇ = V 2 − |η̄|

考虑到神经元的膜电位在 t = 0处达到无穷大，我们发

现它们在接收到尖峰之前的膜电位 t = D− = 1− 必须

满足以下公式：∫ V (1−)

−∞

dV

V 2 − |η̄|
= 1,

其中

V
(
1−
)
≡ V − = −

√
|η̄| coth

√
|η̄|.

自维持集体振荡存在的一个必要条件是，兴奋性尖峰导

致 V 的跳跃超过不稳定的不动点，从而使循环的重复

成为可能。更准确地说，在接收到第一个尖峰 t = 1+

后，膜电位 V +必须满足 V + > V ∗
u。然后，对于 η̄ < 0，

我们发现完全同步的解存在于临界耦合以上

Jc = V ∗
u − V − = 2

√
|η̄| e2

√
|η̄|

e2
√

|η̄| − 1
.

为了分析完全同步的稳定性，我们研究了单个神经元膜

电位远离其他种群形成的簇的无穷小扰动 δV 的演化。

被干扰的神经元和进入峰值前的簇根据等式 (13) 给出
的流进化。线性化流的乘子 (δV̇ = 2V δV )是反对称的，
导致负 V 的收敛，和正 V 的发散。因此，为了得到一

个稳定的完全同步的解决方案，神经元需要在流的收敛

区域比在发散区域花费更多的时间。如果由于传入的尖

峰而引起的膜电位的瞬时跳变足够大，这就成立了。则

临界耦合对应于 V + = |V −|，即 Js = 2 |V −|，或

Js = 2
√
|η̄| coth

√
|η̄|.

这个函数正是等式中的边界 (11) 与 n′ = 1，它延伸到

负的 η̄区域，因为 cot(ix) = −i coth(x)。还请注意，Js
将 Jc 作为 η̄ → −∞。
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IV 相同神经元群体 [POPULATIONS OF IDENTICAL NEURONS]

B 相图 [Phase diagram]

图 1 所示的相图总结了我们对相同神经元种群的
分析结果。在 y轴上，我们表示耦合强度 J，它可以是兴
奋性的，也可以是抑制性的。在 x轴上，我们表示一个

量，如果是正的，则与神经元的固有频率成正比；看到

等式 (4)。具有定性不同动态的区域用不同的颜色和模
式的组合突出显示。在灰色阴影区域，异步状态 a+是

稳定的，而倾斜的孵化表示完全同步状态的不稳定。另

一方面，在水平阴影区域中，全局静止状态 q−是系统

的唯一吸引子。在未孵化的白色区域，完全同步是一个

稳定的吸引子 (通常是唯一的一个——见下文)，但对于
η̄ > 0，一些这样的状态可能在某些区域共存。

更具体地说，在图的可激发区域 (η̄ < 0)中，全局

静止态 q−总是稳定的。此外，异步状态 a+(灰色阴影)
的稳定区域以鞍节点分叉 Jsn(绿线) 和类似 Hopf 的分
叉线 J

(1)
H ，等式 (10) 为界 (蓝线)。这两条线在一个零

hopf余维二点上相遇。在未孵化的灰色区域，a+ 不仅

与 q−共存，而且与完全同步状态共存。这个振荡状态

在实心黑线等式处变得稳定 (15).
另一方面，图中的正 η̄区域具有一系列亚临界 (蓝

线) 和超临界 (红线) 类 hopf 的分叉的特征，由等式定
义 (10)，使非相干态的稳定性为 a+。值得注意的是，在

这个区域 (神经元是自我维持的振荡器)，相图与具有时
间延迟 [62–66]的仓本模型有很强的相似性。这两个系
统显示帐篷形区域，其均匀间距由延迟 (D = 1) 和内

在 ISI 等式之间的相等给出 (4)，以及在完全同步和不
相干之间的双稳定区域 (未孵化的灰色区域)。然而，虽
然在仓本模型中，Hopf分岔总是亚临界的，但在这里，
我们在图的抑制 (J < 0)部分发现了一些 η̄值的超临界

Hopf分岔。在超临界 Hopf分岔附近，在无阴影区，非
相干状态和完全同步状态都是不稳定的，并发现了部分

同步 (QPS、M-QPS和集体混沌)。在下一节中，我们根
据宏观和微观动力学对这些状态进行分类，并研究它们

的分岔。

最后，我们讨论了图 1 中相图的一个有趣的特征
——参见参考文献 [28]中的相图。请注意，与仓本模型
[62–66]的垂直方向的帐篷状区域不同，这里的稳定区
域是倾斜的。这种差异之间的人口QIF神经元和仓本模
型可以理解为：在QIF模型神经元总是推进阶段响应兴
奋的输入，并总是延迟他们的阶段对抑制输入——也就

是说，他们有一个所谓的类型 1型相重置曲线。随着兴
奋耦合 J强度的增加，这产生了相图兴奋部分边界的渐

进“推进”——因为神经元增加了它们的放电频率，从

而增加了它们的有效值 η̄。同样，在抑制区域，神经元在

响应抑制输入时降低其放电频率，这逐步“延迟”J < 0

的边界。相比之下，在经典的仓本模型中，在兴奋和抑

制反应中产生进步和延迟的术语不包括 [70]，因此边界
不倾斜。

C 部分同步状态的数值分析 [Numerical
analysis of partially synchronous states]

接下来，我们对图 1中白色斜阴影区域以及一些邻
近区域中出现的部分同步状态进行了数值探索。在表一

中，这些部分同步的状态根据它们的动态进行分类，无

论是相同的和异构的 (在秒。QIF神经元的 V)群体。通
过对 FRE 等式的数值模拟，研究了状态的宏观动力学
(9)，并如图 2 的第 1 列和第 2 列所示。为了研究与宏
观状态相关的单个神经元动力学，我们还对原始的 QIF
神经元方程式 (1)系统进行了数值模拟，并描述了栅格
图 (第 3列)，和 ISI返回图 (第 4列)和直方图 (第 5列)。
最后，在第 1列中，我们还展示了网络模拟的种群平均
发射率的时间序列 (红色虚线)，这显示了与 FRE 的时
间序列 (蓝线) 完全一致——除了在面板 (d1) 中，其中
集体动力学是混沌的。

值得注意的是，稳定的部分同步状态不仅出现在图

1的斜阴影区域，而且也出现在
√
η̄ ≈ π 与

√
η̄ > π 的

邻近区域。这是因为类似 hopf的分叉 J
(1)
H 是超临界的

区域 (在图 1中 √η > π 的红线附近)延伸到 √η > π，

因此人们期望一个从非相干分叉的低振幅周期解，一个

a+，与完全同相同步状态共存。在 Fig. 1，通过 2(a1)和
2(a2)，我们分别给出了与方程式 (9)的数值积分所对应
的时间序列和相位图。对于

√
η̄ = 3.6。这些模拟证实

了一个小的振幅对称极限环的存在，它随着参数远离不

稳定性而增大。

表一.在相同和异质 QIF神经元的种群中观察到的
不同动态状态的分类。这些状态的名称如下：异步状态：

异步状态或非相干状态。完全同步：完全同步状态。QPS：
准周期的部分同步。M -QPS：调制的准周期部分同步。
PS-I和 PS-II代表 I型和 II型部分同步状态。M-PS：已
调制的部分同步状态。前缀 2F-和 3F-表示相应的准周期
动力学的频率数。对于每种状态，我们在宏观水平 (平
均场)和微观水平 (单个神经元)上指定动力学。对于集
体混沌状态，λ是由平均场强迫的单个神经元的李亚普
诺夫指数。

如参考文献 [28] 中所分析的那样，在图 2(a1) 中，
平均场的振荡周期恰好为 T = 2(或，在维度形式上为
T = 2D)。全局量的周期动力学导致了单个神经元的准
周期动力学，即准周期部分同步 (QPS)。这可以用来绘
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IV 相同神经元群体 [POPULATIONS OF IDENTICAL NEURONS]

表 1: 对相同和异质 QIF神经元种群中观察到的不同动态状态的分类。这些状态的名称如下：异步状态：异步状
态或非相干状态。完全同步：完全同步状态。QPS：准周期的部分同步。M-QPS：调制的准周期部分同步。PS-I
和 PS-II代表 I型和 II型部分同步状态。M-PS：已调制的部分同步状态。前缀 2 F-和 3 F-表示相应的准周期动力
学的频率数。对于每种状态，我们在宏观水平 (平均场)和微观水平 (单个神经元)上指定动力学。对于集体混沌
状态，λ是由平均场强迫的单个神经元的李亚普诺夫指数。

IDENTICAL
Single neuron:

Mean field:

ASYNC

Periodic

Constant

FULL SYNC

Periodic

Periodic

QPS

2F-Quasip.

Periodic

M-QPS

3F-Quasip.

2F-Quasip.

COLLECTIVE CHAOS

Chaotic-like (λ = 0)

Chaotic

HETEROGENEOUS

ASYNC PS-I PS-II M-PS COLLECTIVE CHAOS

Single neuron: Periodic Periodic, Periodic, 2F-Quasip.,

Mean field: Constant
2F-Quasip.

Periodic

2F-Quasip.

Periodic

3F-Quasip.

2F-Quasip.

Chaotic-like (λ < 0)

Chaotic

制单个神经元的 ISIs和它们连续的 ISIs。所得到的返回
图，如图 2(a4)所示，形成了一条表示拟周期动力学的
封闭曲线。有趣的是，神经元的 ISIs总是比放电率振荡
的周期要短，如图 2(a5)中的 ISI直方图所示。该分布
的双峰结构与宏观周期吸引子的双环形状有关。

通过类似 hopf 的不稳定性出现的极限环显示出一
个稳健的 v → −v对称，只有在另一个分岔后才会分解。
在参考文献中。[28]，对于

√
η̄ = 3，它表明对称性在一

个周期加倍的分岔后失效。在这里，取稍大的
√
η̄值和

增加抑制，我们观察到一个不完全对称破缺过渡，共存

两个吸引子；见图 2(b1),2(b2)和 3。这些不对称的周期
轨道，我们称之为 QPS-asym(I)和 QPS-asym(II)，它们
与对称性无关。事实上，每个吸引子都是通过不同的分

支产生的，详情见下面。在这些不对称状态下，周期不

同于二维状态，但神经元仍然是准周期的，见图 2(b4)
和 2(b5)。

进一步增加抑制作用，宏观动力学变得更加不规则，

没有明显的周期性；见图 2(c1)和 2(c2)。下面，我们展
示了对表明具有两个不可通约频率的准周期平均场动

力学的李亚普诺夫指数的分析。由于这种准周期强迫，

神经元表现出三频率的准周期运动；见图 2(c4)。我们
称这个新的状态调制 QPS，或简单的 M-QPS，由于额
外的调制频率。据我们所知，这种状态只在一个非常不

同的设置 [29,71]中被报道过。进一步降低 J，M-QPS最
终变为混沌状态；见图。2(d1)和 2(d2)。
为了确定连接不同部分同步状态 (QPS、M-QPS或

集体混沌)的分岔，我们用图 2的 η̄值计算了 FRE线上
的四个最大李雅普诺夫指数。采用通常的方法 [72]，参
数 J 是准绝热的减少和增加，以检测最终的双稳定性。
最终检测到两个平行的分叉序列，如图 3 的顶部和底
部面板所示。在顶部面板中，向左移动，不动点吸引子

(a+)首先经历一个超临界类 hopf的分岔，之后系统的
稳定吸引子是一个对称的 QPS 吸引子。对称破缺发生
在一个跨临界分岔 (TC)处，之后的极限环是不对称的
[QPS-asym(II)]。在较低的 J值下，不对称周期轨道经历
奈马克-萨克分岔，产生MQPS，给定我们发现两个消失
的李亚普诺夫指数。进一步降低抑制作用，M-QPS在亚
临界 Hopf分叉 (SB-H)中消失。
在图 3底部面板的另一个分岔序列中，另一个不对

称轨道 [QPS-asym (I)]出现在一个鞍节点 (SN)分岔处。
作为QPS-asym(II)，它也随着 J的减小而经历奈马克-塞
克 sacker分岔，从而产生M-QPS。在图 2和 4中，我们展
示了对应于这个特殊的分岔序列的M-QPS状态。然而，
需要注意的是，图 3中任何一条路径产生的 M-QPS状
态都具有相同的动力学特征 (两个消失的最大李亚普诺
夫指数和三频微观运动)。锁定发生在 J的某些窗口，其
中第二大李亚普诺夫指数不是零。为了进一步证明 M-
QPS的宏观准周期性质，我们还在图 4中展示了三个不
同的 J值的庞加莱截面。当 J降低时，环面发生起皱，这
通常是通过环面 [73] 的分形过渡到混沌的；见图 4(b).
环面在 J = 10.5附近分解，吸引子变成分形。值得注

意的是，根据 λ1 > |λ3|以来的 Kaplan-Yorke公式 [74]，
混沌吸引子快速获得大于 3的信息维数，见图 3底部面
板；与参考文献中略高于 2的维数形成对比。[28]为由
周期倍增级联产生的混沌吸引子。需要强调的是，尽管

有正的李雅普诺夫指数 (集体动力学)，微观动力学仍然
是非混沌的，因为单个振荡子只有一个自由度。事实上，

该模型的结构要求神经元按顺序放电；见图 2(d3)。最
后，图 3中的插图是我们对主面板中的两个分岔序列如
何连接的猜想：不稳定分支 SN分岔与 TC分岔处的对
称 QPS态碰撞。
在前面的图中，我们已经展示了沿着一个特定的 η̄
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V 异质神经元群 [POPULATIONS OF HETEROGENEOUS NEURONS]

图 2: QPS(第 1行和第 b行)、M-QPS(第 c行)和集体混沌 (第 d行)和微观 (第 3-5列)的动态，见表一。第 1列：
平均发射率的时间序列。蓝线对应于 FRE方程式的数值模拟。(9)，而红色虚线是计算 N = 2000个 QIF神经元
种群的平均放电率。第 2列：(r, v)相位肖像，使用方程式进行数值计算。(9).在面板 (b2)中显示了两个共存的
周期吸引子：QPS-asym(I)(实心)和 QPS-asym(II)(虚线)-也参见图 3的插图。面板 (b1,b3-b5)对应于 QPS-asym (I)。
列 (3-5)显示了 N = 2000 QIF神经元种群的动态。第 3列：光栅图。神经元在模拟开始时根据它们的放电时间
进行排序 (由于 QIF模型的一阶性质，这种排序在时间上保持不变)。第 4列和第 5列显示了任意神经元 j的返回
ISI图和 ISI分布。面板 (a4，b4)的返回图是封闭的曲线，表明了在 QPS-sym和 QPS-asym中的准周期微观动力
学。相应的 ISI直方图 (a5,b5)显示了两个 (QPS-sym)或三个 (QPS-asym)峰。在 M-QPS中，神经元是具有三个
特征频率的准周期的——面板 (c4)的返回图是一个三维的封闭表面，因此它在二维中的投影填充了空间的一个
定义区域。参数：(第 a行)J = −9.2(第 b行)J = −9.5，(第 c行)J = −10.3，(第 d行)J = −10.6。我们在所有的
模拟中都使用了

√
η̄ = 3.6。

值进行的转换。我们是在寻求一个更全球化的图景决定

通过扫描参数 J和 η̄来监测最大的李雅普诺夫指数。这

允许有效地识别吸引子类型。图 5 显示了部分同步的
动态 [75] 所跨越的区域。浅灰色和紫色区域分别表示
QPS和M-QPS状态，而青色点表示混沌动力学。它让
我们惊讶的是，QPS 与完全同步 (无阴影的区域)。在
√
η̄ = 4.7 附近有一个“舌头”延伸到非常负的 J 值，
看起来像 3π/2 = 4.712 的“回声”，无限的舌头就在
√
η̄ = π下面。对此，我们还没有一个直观的解释。准

周期动力学 (M-QPS) 总是在 n = 1 和 n = 2 的不稳定
边界处的离退化点不远的地方被发现，见等式 (10)，请
见面。这可能不是偶然的 (进一步的分析仍然超出了我
们的范围 [76])。关于混沌状态，它出现在两个不同的
区域：最左边的一个与 Ref[28]中观察到的周期加倍场
景有关，而最右边的一个对应于这里所揭示的准周期路

径。

V 异质神经元群 [POPULATIONS
OF HETEROGENEOUS
NEURONS]
在本节中，我们认为网络中的神经元是不相同的，

并且我们研究了这是如何改变图 1 中的相位图和图 2
中所示的部分同步状态的。因此，下面我们假设洛伦兹

分布的半宽为等式 (6)并不是零。在洛伦兹异质性的存
在下，前面讨论的完全和部分同步状态是无法实现的。

下面的通用术语“部分同步”是指网络中非非相干状态

的任何状态。

让人想起 QPS 和集体混乱的状态持续存在，单个
神经元根据其自身的 Tj值表现出不同的运动。我们将
这些状态分别表示为部分同步-i(PS-I)和 PS-II，以表示
与完全同步和QPS的状态。在 PS-I中，大多数神经元的
整体频率为 1：1，其余的神经元要么具有不同的比例，
要么显示准周期动力学。在 PS-II的情况下，只有少数
神经元携带宏观振荡的 1：1。为了方便起见，我们使用
PS-I和 PS-II之间的区别，但我们强调，这两种状态之
间没有明确的区别，一个状态可以连续地从一个状态过

渡到另一个状态。至于其他状态，在引入异构性后，异
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V 异质神经元群 [POPULATIONS OF HETEROGENEOUS NEURONS]

图 3: 在负 J值和固定的
√
η̄ = 3.6范围内的两个备选分

叉序列的四个最大的李雅普诺夫指数。对于每个溶液，
继续采用绝热的方式增加或减少参数 J。在顶部的面板
中，垂直的虚线表示，从右到左：一个超临界 Hopf分
岔 (SC-H)，一个跨临界分岔 (TC)，一个 Neimark-Sacker
分岔 (NS)，和一个亚临界 Hopf分岔 (SB-H)。在底部的
面板中，垂直的虚线表示，从右到左：一个鞍节点分岔
(SN)，一个Neimark-Sacker分岔 (NS)，以及混沌 (C)。开
始插图显示了连接两个分岔序列的分岔图的示意图。

步状态继续存在，尽管不是以扩展状态的形式存在。最

后，M-QPS被一个调制的 PS状态所取代，或称 M-PS
状态，而集体混沌继续存在；见表一。

接下来我们分析如何非相干的稳定性区域，这仍然

可以从 FRE方程分析计算。(9)，由于异质性的存在而引
起的变化。不幸的是，在异质性的情况下，一个稳定性

分析类似于第四部分对于同步状态的情况是不可能的。

在本节的后面，我们将研究相同抑制性神经元的 η̄ > 0

区域的部分同步状态是如何被猝灭紊乱所改变的。

A δ = 0.1的非相干性稳定性边界和相图 [
Stability boundaries of incoherence and
phase diagram for δ = 0.1]

值得注意的是，异质性的存在消除了 FRE方程 (9)
的所有简并。不动点仍然可以以参数的形式得到，以及

异步/非相干状态的鞍节点分岔对应的边界 (图 6中的绿
线)。但是，这些表达式都很长，为了清晰起见，我们在

这里省略了它们；参见参考文献 [26]。对边缘稳定性进
行线性化和施加条件，也可以得到参数形式的 Hopf分
岔的轨迹 (图 6中的黑线)。最后，我们对方程式进行了
数值模拟。(9)检测部分同步状态变得不稳定或不复存
在的区域 (图 6中的深灰色区域)。
图 6中的相图总结了 δ = 0.1的这些结果，并显示

了不同动态发生的区域-并与图 1中的相图进行了比较。
正如预期的那样，接近 J = 0轴的不相干性是系统的唯

一吸引子 (暗阴影)。就像在相同的神经元的情况下，在
不相干和另一个状态 (s)之间存在双稳定区域 (光阴影)。
有趣的是，对于抑制性耦合，异步态的 Hopf分岔在很
大程度上与“纯”不相干 (暗阴影)的数值边界重叠。这
表明，对于抑制网络，随着异质性的增加，Hopf分岔为
超临界的间隔显著增大。

a η̄ < 0区域的相图 [ Phase diagram in the
region η̄ < 0]

图 7显示了图 6的放大图，位于 η̄ < 0的棕色区域

周围。在这个区域，分岔的情况是相当复杂的，在这里我

们详细描述它。棕色的阴影区域很有趣，因为高速率和

低速率的固定点——让人想起 q+ 和 q− 的固定点——

与周期轨道共存。在图 7中，我们包含了两条虚线，分别
对应于涉及鞍座和/或排斥剂的分岔，以充分阐明不同稳
定状态之间的过渡。我们还强调了两个协维的两点：两

个鞍节点分叉相遇的尖点，和零 hopf(ZH)点-与一个零
和一对纯虚数的特征值相关联。图中不同的阴影表示具

有定性不同的吸引子的区域：在黑暗区域 (I)中，只有一
个固定点是稳定的。在小的暗紫色区域 (II)中，这个不
动点与另一个稳定的不动点共存。在光照阴影区域 (IV、
V、VI) 中，一个稳定的不动点与一个稳定的极限环共
存。这个极限环是白色区域中唯一稳定的吸引子 (VII)。
最后，在棕色区域 (III)中，有三个共存的稳定吸引子：
两个不动点和一个极限环。

图中任意两个区域之间的过渡都可以通过考虑一

个三维空间来理解。在图 7的右面板中，我们通过庞加
莱部分展示了不同稳定区域的相位示图。粗线代表二维

流形。将图 7中的相图与之前获得的瞬时相互作用 [26]
的结果进行比较，我们可以发现，延迟促进了异步状态

的 Hopf分岔的出现。值得注意的是，图 7中所示的场
景类似于具有快速突触动力学 [54] 的异质 QIF 神经元
群体，但在这里我们找到了一个协维-2ZH 点，而不是
一个双零特征值点。
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V 异质神经元群 [POPULATIONS OF HETEROGENEOUS NEURONS]

图 4: FRE (9) 的庞加莱部分为
√
η̄ = 3.6，以及三个不同的抑制耦合强度值：(a) J =−10.3；(b) J =−10.48；(c) J

=−10.6。庞加莱曲面是 v = 0，v̇ < 0。

图 5: 相图图 1中超临界 Hopf分岔附近的部分同步态
(QPS，M-QPS，集体混沌)的数值探索。在浅灰色区域，
最大的李雅普诺夫指数为零，而 QPS是稳定的。紫色
的点对应着两个消失的李亚普诺夫指数，表示准周期
动力学。在青色区域，动力学是混沌的。在

√
η̄ = 3.6

处的垂直黑色虚线对应于图 3中所探索的参数范围。

B 非均匀性存在时部分同步态的数值分析
[Numerical analysis of partially
synchronized states in the presence of
heterogeneity]

在这里，我们用数值方法探索异质性的存在如何转

换 Sec中描述的部分同步状态。增值为了避免样本到样
本的波动，ηj值从洛伦兹分布设置 ηj = η̄+∆tan[π(2j−
N − 1)/(2N + 2)]中选择，其中 j = 1, 2, . . . , N 的部分

同步状态；在图 8的第 (1和 2)列中，我们展示了 PS-II、
MPS 和集体混乱的宏观时间序列，其中蓝线表示 FRE
方程 (9)的数值积分和红线模拟的一群 OIF神经元。这

图 6: 异质神经元种群的相位图，δ = 0.1。暗阴影区域：
不相干 (固定点)是唯一的稳定状态。光阴影区域：不相
干状态 (固定点)与部分同步状态 (极限循环)共存。棕
色区域：两种形式的异步状态 (高和低活动不动点)与
部分同步状态共存。绿线为鞍节点分岔，黑线对应Hopf
边界。请注意，在这里，与图 1相比，Hopf边界没有用
蓝色/红色表示 (我们没有明确指定这些边界是亚临界
还是超临界)。用数值方法得到了光和暗阴影区域的边
界。

三种状态都清楚地区分了相同神经元的 OPS、M-OPS
和集体混沌状态。在图的第 (3-5)列中，8我们还显示了
OlF神经元群体的尖峰活性的光栅图，以及群体中单个
神经元的返回图和 ISI直方图。由于异质性的存在，在
PS-II状态下，神经元可以是单周期或双频准周期的，而
在M-PS中，它们可以是双频或三频准周期的。参见表 I
选择用于绘制图中的返回图和 ISI直方图的说明性神经
元。图 8分别为图 8(a4)，8(a5)和 8(b4)8(b5)的双频和

9



V 异质神经元群 [POPULATIONS OF HETEROGENEOUS NEURONS]

图 7: 图 6中位于 η̄ < 0的多稳定性区域的放大图。黑线：Hopf分岔 (次临界界)。绿线：鞍形节点的分叉。在暗
阴影区域，只有静止的、低活性的状态是稳定的。在光阴影区域，不相干与一个集体振荡状态共存，由于周期性
激发而自我持续。在棕色区域，低活度不动点与高活性不动点和振荡状态共存。在小的深紫色区域，只有两个高
活性和低活性固定点被吸引。右面板：在不同区域的庞加莱部分的草图 (假设它与连接不同固定点的一维流形重
合)。粗线表示二维流形，周期轨道由一个被一个小圆包围的点表示。

图 8: (a行)PS-II状态、(b行)M-PS状态和 (a行)M-PS状态)和微观 (列 3-5)的动态，见图 2和表 I。列 1：FRE
方程 (9)的放电率的时间序列。(蓝色)和N = 2000 QIF神经元群 (1)(红色虚线)。列 2显示了利用 FRE得到的相
应的吸引子。在 (a)和 (b)行中，动力学是周期性的，但与相同的情况相反，由于存在的非均匀性，极限环是不
对称的。第 3列显示了与 N = 2000个 QIF神经元种群的数值模拟相对应的栅格图。第 4列和第 5列分别表示
相应的返回图和 ISI直方图。在栅格图中，每个神经元索引到一个特定的 ηj 值 (见文本)。为了计算返回图和 ISI
直方图，我们使用了神经元 j = 500。在面板 (a4)和 (b4)中，我们可以看到神经元表现出准周期性的行为，分别
有两个和三个不可通约的频率。请注意

√
η̄ = 3.5和 a行 (1)中的三个峰：J = 9.60；(b行)J = 10.70；面板 (a5)

由于极限环的不对称性。在所有面板中，我们使用 δ = 0.1，(c行)J = 11.30。

三频准定期。注意，如图 2(f)中的OPS asym所示，由于
极限环的不对称形状，PS-II 状态下的准周期神经元的
his的 his togram具有三个峰值。为了进一步表征 PS.II，
M-PS和集体混沌的微观动力学，在图 9中，我们计算
神经元的时间平均耦合修正 ISI，并将其与每个神经元
的自然 ISI T；进行绘图；。在图 9(a)所示的 PS-Il状态
中，下平台和上平台分别对应于图 8中平均场两个连续

峰值之间的平均周期和平均场振荡的周期。这里可以方

便地回忆一下表 I，其中指出了宏观动力学和微观动力
学之间的关系。

最后，我们研究了连接这些部分同步状态的分叉，

再次依赖于方程 (9)的李亚普诺夫谱的计算。正如我们
在第四节中对相同神经元所做的那样，我们评估了相图

中沿/方向的四个最大的李亚普诺夫导出，靠近 Hopf分
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V 异质神经元群 [POPULATIONS OF HETEROGENEOUS NEURONS]

图 9: (a行)PS-II状态、(b行)M-PS状态和 (a行)M-PS状态)和微观 (列 3-5)的动态，见图 2和表 I。列 1：FRE
方程 (9)的放电率的时间序列。(蓝色)和N = 2000 QIF神经元群 (1)(红色虚线)。列 2显示了利用 FRE得到的相
应的吸引子。在 (a)和 (b)行中，动力学是周期性的，但与相同的情况相反，由于存在的非均匀性，极限环是不
对称的。第 3列显示了与 N = 2000个 QIF神经元种群的数值模拟相对应的栅格图。第 4列和第 5列分别表示
相应的返回图和 ISI直方图。在栅格图中，每个神经元索引到一个特定的 ηj 值 (见文本)。为了计算返回图和 ISI
直方图，我们使用了神经元 j = 500。在面板 (a4)和 (b4)中，我们可以看到神经元表现出准周期性的行为，分别
有两个和三个不可通约的频率。请注意

√
η̄ = 3.5和 a行 (1)中的三个峰：J = 9.60；(b行)J = 10.70；面板 (a5)

由于极限环的不对称性。在所有面板中，我们使用 δ = 0.1，(c行)J = 11.30。

图 10: δ = 0.1和
√
η̄ = 3.5的四个最大的李亚普诺夫指

数。不同吸引子的稳定区域用垂直的灰色虚线表示。

叉。图 10 显示了一个与相同情况定性相似的场景 (除
了，至少对于所采用的特定 n值，没有检测到双稳态)，
从一个不动点开始，Hopf分岔产生具有消失的最大 LE
的非周期解 (PS-Il)，然后经历 Neimark-Sacker分岔，得
到水周期解 (M-PS)。最终，这种准周期解分解，产生一
种混沌状态。最后，将抑制增加到临界水平以上会使李

雅普诺夫指数突然变化，并且混沌突然被周期轨道 (PS-
I) 替代。这与混沌吸引子所经历的外部危机是一致的。

图 11: 增加异质性的水平揭示了兴奋和抑制的不同同
步场景 (见文本)。黑色、深蓝、蓝色和浅蓝色的线分别
对应于方程式 (9)的 Hopf边界。δ = 0.1, 5, 10, 20。这些
边界决定了非相干/异步状态的稳定性区域。在阴影区
域，δ = 0.1的不相干性是稳定的。在暗阴影区域，唯
一的吸引子是不相干的。

C 大异质性的不相干性边界 [Boundaries of
incoherence for large heterogeneity]

我们讨论了异质性 δ = 0.1的固定值。我们现在研

究增加 δ值对非相干稳定边界的影响。如前所述，随着

异质性水平的增加，Hopf分岔变得越来越超临界，这在
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VI 结论与讨论 [CONCLUSIONS AND DISCUSSION]

抑制性耦合中尤其明显。因此，Hopf边界是一个很好的
代理，可以约束具有任何一种类型的振荡 (PS-I、PS-II、
M-PS、集体混沌)的区域。

图 12: 在传统的发射速率模型等式 (17)中，只有抑制性
耦合才会出现振荡。在灰色区域，受黑线限制 (δ = 0.1)，
不动点由等式确定 (16)与图 11相比，通过Hopf分岔保
持稳定并失去稳定性。深蓝色和深蓝色的曲线分别对
应于 δ = 0.1和 10。绿色虚线边界对应于情况 δ = 0.1，
是一条直线。

图 11显示了的 Hopf边界的增量值。请注意，抑制
性耦合的振荡区域逐渐缩小，并最终从图中消失。因此，

给定一个 ¯η 的值，就有一个值，无论抑制有多强，神
经元都不会同步。振荡对异质性的脆弱性与先前对抑制

性、基于电导的尖峰神经元 [77–79]网络的计算研究一
致。但是，请注意，同步总是可以是这样的达到了足够

强的兴奋性耦合。这突出了QIF神经元网络中兴奋性和
抑制性振荡区之间的基本不对称性。我们强调，这种不

对称行为在具有延迟 [64–66]的异构库拉本模型中没有
发现。对这种不对称性的一种可能的解释是，与其他自

我维持振荡器不同的是，QIF神经元停止振荡以获得足
够强的抑制。相反，兴奋只会加速 QIF神经元，这些神
经元仍然保持振荡。

VI 结论与讨论 [CONCLUSIONS
AND DISCUSSION]
我们分析了大量具有突触延迟的 QIF 神经元的动

态变化。在很大程度上是使用 FRE方程 (9)进行的。这
是数学上易于处理的，并允许一个有效的计算分析。对

于相同的神经元，我们在参考文献中扩展了分析结果。

[28]到可兴奋状态 (η̄ < 0)。我们的分析预测指出了非

平凡动力学必然发生的参数机制。在这些参数区域，我

们进行了广泛的数值探索，支持计算李亚普诺夫谱，这

揭示了部分同步状态的存在。其中一种状态，我们称之

为M-QPS，出现在 QPS的奈马克-塞克分岔之后，它叠
加了第二个 (调制) 频率。部分同步状态—特别是 QPS
—在参数空间的大区域内与完全同步共存。在图 5的相
图中存在着 QPS 的第二个舌，这是这项工作的一个有
趣的发现。它的起源能被理解吗，至少是启发式的吗？

我们最终证明，在没有无序的情况下观察到的部分同步

状态，在存在异质性的情况下也有它们的对应状态。然

而，紊乱导致了单个神经元的微观行为的多样性。

最后，我们证明了 FRE方程的大多数动力学。(9)
这里的研究不能用传统的发射率模型 [2–5]来复制。为
了证明这一点，我们注意到方程式的不动点。(9) 具有
精确的传统发射率模型的结构，而动力学是一般不同的

[55]。求解与等式对应的不动点方程 (9a)表示 v，并代

入与等式对应的不动点方程 (9b)，我们得到了一个稳定
的发射速率的方程，

r∗ = Φ(Jr∗ + η̄) .

函数

Φ(x) =
1√
2π

√
x+

√
x2 +∆2

是具有电流 [49,55]洛伦兹分布的 QIF神经元群的所谓
“传递函数”吗？任意电流分布的稳态方程可以自洽地

得到；看到等式 (C1)在参考文献 [26]中。显然，传统
的一阶发射率模型，

ṙ = −r +Φ(JrD=1 + η̄) ,

在文献中大量研究，与方程 (9)有完全相同的不动点，但
是不同的动态，“参考资料”[7–13]的研究方程式 (17)
使用不同的传递函数。的确，对等式的不动点的线性稳

定性分析 (17)给出了特征方程

λ = −1 + Φ′Je−λ,

其中，λ是一个特征值，是在不动点 r∗处计算的传递函

数的导数，由等式确定 (16)不同的异质性值下的非稳定
不稳定性 (利用边际稳定条件 λ = iΩ得到，如图 12所
示)，与 FRE方程 (9)的 Hopf边界明显不同。如图 11所
示。具体来说，传统的发射率模型等式 (17)仅显示抑制
耦合和 η̄ > 0的振荡，而 FRE等式 (9)显示了兴奋和抑
制的振荡，甚至对 η̄ < 0见图 1、6和 11。此外，方程
式 (17)的 Hopf边界的帐篷形结构。在传统的发射率模
型 (17)等式中丢失了。
尽管如此，请注意，随着异质性的增加，等式的Hopf

边界的行为 (17)在定性上符合 FRE方程式。(9): 两种
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VI 结论与讨论 [CONCLUSIONS AND DISCUSSION]

模型的振荡区域都转移到较大的 η̄值，这与众所周知的

结果一致，即熄灭的异质性不能通过抑制耦合来抵消而

产生同步 [55,77-79]。此外，我们还证明了对于较大的
异质性，方程的 Hopf边界。(9)变成超临界，这与传统
的小延迟 [10] 发射率模型中普遍发现的情况一致。事
实上，尽管等式 (17)是启发式的，它已被证明在描述具
有强噪声 [7–14] 的尖峰神经元网络的振荡动力学方面
非常有效，并且是研究神经元网络中各种类型延迟的影

响的范式平均场模型；例如，参考文献。[15–25].
最后，我们想注意到这里研究的部分同步态与所谓

的稀疏同步态 [9]的相似性，其中强抑制和噪声产生不
规则的尖峰，但有一个相干的宏观振荡。值得注意的是，

在这两种状态下，宏观振荡的周期都是由时间延迟决定

的，但不同于单个细胞的 ISIs。然而，在微观条件下，神
经元有一种定性不同的行为：在QPS中，它们的动力学
是纯粹的确定性的和准周期的，而在稀疏同步中，它是

随机的和不规则的。FIG. 12. Oscillations emerge only for
inhibitory coupling in the traditional firing rate model Eq.
(17). In the gray region, limited by the black line (∆ = 0.1),
the fixed point determined by Eq. (16) is stable and looses
stability via a Hopf bifurcation-compare with Fig. 11. The
dark blue and blue curves correspond to ∆ = 5 and 10 ,
respectively. The green dashed boundary corresponds to the
case ∆ = 0 and is a straight line.

Refs. [7-13] for studies of Eqs. (17) using different
transfer functions. Indeed, the linear stabililty analysis of
the fixed points of Eq. (17) gives the characteristic equation
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