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将低电流应用于最近的大脑皮层抑制性神经元的生物物理模型会导致混合模式振荡 (MMOs)，这是
尖峰和亚阈值振荡的混合。在较高的电流下，神经元会定期放电。我们表明，一种特定的慢速钾电流

是这种行为的基础。接下来，我们将这个抑制性神经元的五维生物物理模型简化为具有慢/快时间尺度
结构的三维模型。然后我们表明，在一个这个范围内，简化模型显示出 MMOs，这可以用鸭解现象来
解释。许多抑制性中间神经元与电紧密结 (间隙结) 相耦合。我们表明，这种耦合与底层 MMOs 相结
合，在大型网络中产生集群的解。我们用弱耦合振荡器的方法来解释这一点，并表明复杂的动力学产

生于鸭解附近的敏感性。
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1. 引言

通过间隙连接的电耦合在皮质抑制性神经元网络

中很普遍 [18, 38]。这种电耦合的影响一直是许多实验
和理论工作的重点 [18, 38], [9, 41, 37, 15, 33]。大多数
实验和理论结果表明，电耦合可以帮助协调抑制性网

络中的同步振荡行为。许多关于间隙结点耦合和振荡

的研究涉及成对的神经元 (如 [38, 37, 17, 41])，而不
是更大的网络。当通过间隙结的耦合和尖峰的形状 [9]
和内在动力学 [41] 都能破坏同步性时，同步性不是唯
一的可能性。间隙结与抑制性耦合的结合可以导致更

复杂的行为，如波 [26] 和集群 [40, 26]，或者可以增
强同步的能力 [37, 33]。当成对相互作用存在多稳定性
时，振荡器网络中的集群行为经常出现 (尽管这不是一
个要求)，在振荡器网络中已经有许多关于这种行为的
研究 [26, 28, 19, 1, 8, 3]。
在本文中，我们探讨了最近提出的具有慢速钾通

道的神经元间模型 [13] 的内在动态、耦合和同步模式
之间的关系。我们将重点讨论电耦合中间神经元网络

中集群的形成和同步问题。我们首先通过数值模拟表

明，在低电流和弱耦合的情况下，这些网络将自己组

织成集群状态，即使在有少量噪声的情况下也能持续

存在。在更高的电流下，网络变得同步。为了了解从

聚类到同步的过渡机制，我们首先考察了单神经元模

型。我们发现，在低电流下，有所谓的混合模式振荡

(MMOs)[6]，这是亚阈值振荡与尖峰活动的交替。因
此，我们首先把注意力转向对这种行为的分析。通过

将五个微分方程系统简化为有三个具有慢/快时间尺
度结构的方程，我们能够证明基本动力学是由于鸭解

结构的存在 [4, 46, 49, 7, 50, 10, 24, 22, 5, 39]。这种
鸭解诱导的MMOs在其他神经元模型中也被确认 [12,
43, 44, 11, 23, 45, 34, 42]。接下来，我们用弱耦合理论
来分析弱耦合网络。鸭解和聚类之间的联系是通过单

个神经振荡器对扰动的复杂反应 (线性化动力学的伴
随)，这使得振荡器之间的弱相互作用非常复杂。正如
我们在本文后面讨论的那样，形成两个或更多集群的

关键要求是相位-相互作用函数被高阶奇数傅里叶模式
所支配 [36]。底层的 MMOs 会导致这种模式的出现，
从而导致稳健集群的出现。

本文的组织结构如下。在第 2 节中，我们提出了
Erisir模型，并展示了对MMOs、聚类和同步的数值观

察。在第 3节中，我们进行了单小区分析，通过 canard
现象解释 MMOs。在第 4 节中，我们用弱耦合理论表
明，鸭解结构负责抑制性网络中的聚类。最后，我们在

第 5 节中得出结论。

2. Erisir 模型

2.1. 单神经元

单神经元 Erisir 模型 [13] 是一个基于电导的快速
峰 (FS) 皮质间神经元模型。(我们注意到，在最初的
Erisir参考文献中，方程的描述存在排版错误。我们使
用的是 [38] 中的模型版本)。Erisir 模型的离子电流包
括一个快速钠电流 INa，两个钾电流，一个与 Kv3.1离

子通道相关的中度延迟整流器 IK 和一个与 Kv1.3 离

子通道相关的慢速延迟整流器 IK，以及一个无源泄漏

电流 IL。模型方程为:

CV ′ =Iapp − (INa + IK + IKs + IL),

x′ =(x∞(V )− x)/τx(V ), x = m,h, n, s, (1)

其中 C 是 FS 中间神经元的电容，Iapp 是外加

(外部) 电流,

INa =gNam
3h(V − ENa),

IK =gKn2(V − EK),

IKs =gKss
4(V − EK),

IL =gL(V − EL), (2)

是离子电流，其中 m 是钠电流激活门，h 是钠电流的

失活门，n 是 IK 钾电流的激活门，s 是 IKs 钾电流

的激活门。每个门 x = m,h, n, s 的动态是朝向稳态电

压相关的正交函数 x∞(V )，其特征电压相关的钟形时

间常数 τx(V )。参数 gy(y = Na,K,Ks, L) 和 Ez(z =

Na,K,L) 是各种离子电流的电导率和 Nernst 电位。
所有的参数和函数都在附录 A 中定义。
图 2.1 显示了单神经元 Erisir 模型 (1) 的分岔图，

其中分岔参数是应用电流 Iapp(单位：pA/cm2)。该神
经元在 Iapp < IHopf 时是可兴奋的，其中 IHopf ≈ 0.64

表示超临界 Hopf 分岔。相应的极限环在 Iapp ≈ 0.65
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图 2.1. Erisir 模型 (2.1) 的分岔图。分岔参数是应用的电流 Iapp；Iapp ≈ 0.64 的超临界 Hopf 分岔；Iapp ≈ 0.65
的极限环在亚临界周期加倍分岔处失去稳定性；Iapp ≈ 0.73 的极限环的鞍结点发生。稳定的周期性轨道为红色，

不稳定的蓝色；稳定的定点为黑色，不稳定的是绿色。

图 2.2. Erisir 模型 (2.1) 的电压时间痕迹。上/左：Iapp = 0.65 的小振荡模式 01；上/中 Iapp = 0.66 的 MMO
模式 19，上/右 Iapp = 0.70 的 MMO 模式 12；下/左 Iapp = 0.72 的 MMO 模式 11；下/中 Iapp = 0.73 的

MMO 模式 21；下/右 Iapp = 0.74 的 MMO 模式 10。

时失去了稳定性，这是因为亚临界周期加倍分岔打开

了一个参数窗口，直到 Iapp = Isnlc ≈ 0.73，显然没有

稳定的简单吸引子。Isnlc 表示极限环的鞍-结分岔。对
于 Iapp > Isnlc，存在大的松弛振荡。

在这个参数窗口中，小振幅亚阈值振荡 (STOs)和
大振幅松弛振荡 (ROs) 之间的吸引子是什么 (如果存
在的话)？图 2.2显示了几个应用电流 Iapp 值的时间轨

迹。STOs 模式在 Iapp ≈ 0.654 时失去稳定性，MMO
模式显示为 Erisir 模型的稳定解，填补了图 2.1 中稳
定解的空白。最简单的周期性 MMO 模式是 Ls 的形

式，其中 L 表示 ROs 的数量，s 表示 STOs 的数量。
例如，图 2.2 显示了 19、12、11 和 21 形式的 MMO
模式。只有 STOs 可以被看作是 01MMO 模式，而只
有 ROs可以被看作是 10MMO模式。在分岔参数 Iapp
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图 2.3. (A) 当 gKs = 0 时，随着电流的变化，Erisir 模型 (1) 的分岔图。而不是膜电位，解的 L2 准则被绘制出
来，因为它产生了一个更清晰的画面。如图 2.1 中的彩色曲线。(B) 两个参数图显示了 Hopf 分岔 (HBs，红色)、
固定点 (青色) 和极限环 (SNLCs，绿色) 的分支。图 2.1 的 gKs 是 0.018，这是不可能的。在标有 HBs 和

SNLCs 之间的”Bij” 的区域，固定点和大振幅极限周期之间存在双稳态。在标有”MMO” 的区域发现了混合模
式的振荡。

变动下观察到以下简单的 MMO 模式序列：

01 → 1s∗ → · · · → 11 → 21 → · · · → L1
∗ → 10

其中 s∗ 可以是一个任意的大整数，L∗ 是一个有限的

上界。更复杂的 MMO 模式也是可能的，通常可以在
从一个简单的 MMO 模式过渡到另一个简单的 MMO
模式中找到。在第 3 节中，我们将表明这些 MMO 模
式可以用鸭解现象 [7, 49] 来解释。

在讨论这些神经元之间的耦合和我们对鸭解现象

的分析之前，我们注意到还有其他几个抑制性中间神

经元的模型，例如 Wang-Buzsaki(WB) 模型 [48]，它
们似乎没有任何 MMOs。值得注意的是，WB 模型中
没有 gKs 通道。如果我们在 Erisir 模型中把这个电流
设为零，那么从静止振荡到重复振荡的分岔就会简单

得多，类似于 Izhikevich(2006)[31] 中的序列 (图 6.40，
第 197 页)。最近的模型 [20] 与 Erisir 模型一样，但
没有慢速钾电流，而是 A 型钾电流。这个模型也没有
MMOs，至少在作者使用的参数中是如此。图 2.3A 显
示了图 2.1 的对应图，为清晰起见，绘制了解的规范。
Hopf 分岔 (HB) 是亚临界的，并在同宿上终止。大振
幅极限环 (红色) 通过与不稳定极限环 (蓝色) 的碰撞
而丢失 (极限环的鞍-结；SNLC)。不稳定的极限环在

同宿上丢失。在 SNLC 和 HB 之间，系统是双稳态的。

图 2.3B 显示了双参数分岔图。请注意，对于大
于 0.004 的 gKs 只有一个定点。在 gKs ≈ 0.0035 时，

SNLCs 的曲线 (绿色显示) 在 HBs 的曲线右侧交叉。
在这个区域，既没有稳定的定点，也没有大振幅的极

限环。对于小范围的应用电流和大于 0.0045 的 gKs，

有稳定的小振幅极限环，但是，该区域主要由混合模

式振荡主导。事实上，没有大振幅极限环和稳定的定

点是这是 MMOs的一个必要条件。发生在下层分支上
的 Hopf分岔有一个有点复杂的结构。对于大于 0.0095
的 gKs，分岔是超临界的，因此小振幅振荡从静止状态

稳定地分岔。然而，在 0.0045 < gKs < 0.0095 的区间

内，虽然分岔是亚临界的，但小振幅的不稳定分支转过

来，产生了一个稳定的小振幅振荡的区间。

因此，在本节中，我们已经表明，缓慢的钾电流似乎

是获得混合模式振荡的关键。在接下来的章节中，我们

将看到这对弱间隙-结点耦合神经元的后果是什么，然
后，我们表明 MMOs 的机制是一个广义的鸭解现象。
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图 2.4. 50 个全局间隙连接耦合神经元的模拟，Iapp = 0.7, gKs = 0.018, ggap = 0.0002，无噪声，(A) 和
σ = 0.002 的高斯噪声量，(B) 上图显示了所有 50 个神经元在短时间内的膜电位 (随时间演变)。填充的圆圈表
示不同的神经元组形成几乎同步的集群。下图显示了每个集群中代表性神经元的电压轨迹。这种结构对噪声是

稳健的。

2.2. 聚类和耦合

皮质间神经元通常通过间隙连接和 GABA 能 (抑
制性)突触耦合。为了更好地理解神经元网络的聚类和
同步特性，我们在这项工作中只关注有间隙结点的网

络，因为时间尺度和反转电位的问题不再起作用 [32,
47, 51]。

我们通过间隙结的 all-to-all耦合 Erisir模型 (2.1)
来研究皮质间神经元的网络:

CV ′
i =Iapp − (INa + IK + IKs + IL + Igap,i), i = 1, . . . , N

x′
i =(xi,∞(Vi)− xi)/τxi

(Vi), xi = mi, hi, ni, si,

(3)

其中

Igap,i = ggap
1

N

N∑
j=1

(Vi − Vj)

是目前神经元 i 从其所有 (N−1) 领域 j 那里得到的

间隙结点。所有其他的内在离子电流只取决于 i 本身。

此外，为了检查鲁棒性，在一些模拟中，我们添加了少

量的独立高斯噪声。

图 2.4 显示了 50 个神经元与 ggap = 0.0002 和

Iapp = 0.7耦合的模拟结果。这些神经元将自己组织成

三个不同大小的集群。这种结构对少量的高斯噪声具

有鲁棒性 (如 B 所示)。
图 2.5 显示，STOs 对于聚类的发生是必要的。在

该图中，Iapp = 0.675，在正态模型中，有三个集群，如

图 2.4 所示。然而，如果我们去掉 gKs，即慢速钾通
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道，那么神经元就会稳健地同步。因此，缓慢的钾电流

的存在是发生聚类的必要条件。如果我们保持缓慢的

钾电流，但将应用的电流增加到有规律的尖峰的区域

(例如，图 2.1 中的红色曲线，例如 Iapp = 1)，那么聚
类就消失了。如果耦合足够强，那么聚类就会消失，只

剩下同步性。因此，集群似乎是亚阈值行为与弱耦合

相互作用的结果。本文的其余部分探讨了 MMOs的机
制以及这些机制如何影响弱耦合的相互作用。

3. 单神经元分析

在这一节中，我们想揭示在单小区 Erisir 模型
(2.1)中产生 MMOs的机制。特别是，我们想表明，在
慢/快时间尺度问题中观察到的广义鸭解现象 [7, 49,
46, 39, 22, 50, 10] 解释了 MMOs 模式中的 STOs。目
前通过鸭解的 MMOs 理论是针对快速时间尺度上有
1 个变量和慢速时间尺度上有 2 个变量的系统开发的。
因此，分析分为以下几个部分：(a) 在 Erisir 模型中确
定 2 个不同的时间尺度 (第 3.1 节)；(b) 对完整的 5D
模型进行模型简化，使其成为具有 1 个快变量和 2 个
慢变量的 3D 模型 (第 3.2 节)；(c) 通过广义鸭解现象
解释约化问题中的 MMOs(第 3.3 节-3.4 节)。

3.1. Erisir 模型的无量纲版本

在生物物理模型中识别不同 (时间)尺度的标准程
序是将这样一个系统带入无量纲形式。只有在无量纲

形式下，人们才能决定哪些参数是小的或大的。因此，

我们用适当的参考尺度 kv 和 kt 来重新划分维度变量

V (依赖) 和 t(独立)：

V = kvv, t = ktτ

其中 v 和 τ 是膜电压和时间的无量纲版本。请注意，

根据定义，所有的门控变量 x = m,h, n, s 都是无量纲

的。经过重新缩放，我们得到以下无量纲版本的 Erisir

模型 (2.1):

C/(gNakt)v
′ =Îapp − (ÎNa + ÎK + ÎKs + ÎL),

x′ =(kt/τx(V ))(x∞(v)− x), xi = m,h, n, s,

(4)

伴随

ÎNa =ĝNam
3h(v − ENa), ÎK =ĝKn2(v − EK),

ÎKs =ĝKss
4(v − EK), ÎL =ĝL(v − EL),

Îappa =Iappl/(gNakv) (5)

和

ĝy =gy/gNa, y = K,KS,L,

Êz =EZ/kv, z = Na,K,L. (6)

如果我们看一下图 2.2 中的时间历程，那么我们
会发现膜电位的变化是 100mV 的数量级 (120mV 左

右的最大值)，我们选择 kv = 100mV 作为一个典型的

参考电压标度1。因此，系统 (4) 中电压方程 v 的右边

基本上是一阶，参数 C/(gNa) ≈ 10−2ms 代表电压方

程的典型时间尺度。

为了确定门 x 的典型时间尺度，我们必须看一下

与电压有关的时间尺度函数 τx(v)，如图 3.1左所示。我
们观察到，除了门 n在 V ≈ 0mV 处有最大值外，所有

钟形函数的最大值都处于亚阈值区域 (V ≤ −40mV )。
钟形曲线表明，典型的时间尺度取决于神经元是处于

亚阈值区域 (V ≤ −40mV ) 还是处于动作电位区域
(V ≥ −40mV )。在亚阈值区域下，典型的时间尺度顺
序是：

τm ∈ (10−2, 10−1), τh ∈ (100, 101),

τn ∈ (100, 101), τs ∈ (101, 102),

1 在维度分析中，典型的时间尺度是作为模型参数的组合被发现的。由于我
们在这个模型中有大量的选择，我们决定做一个经验性的选择，以便于与
原始模型进行比较。
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图 3.1. 与电压有关的时间常数 τx(V )(左) 和与电压有关的准稳定状态 x∞(V )(右) 的 Erisir 模型 (2.1)。τm(V )
和 m∞(V )(红色)；τh(V ) 和 h∞(V )(绿色)，τn(V ) 和 n∞(V )(黄色)，以及 τs(V ) 和 ss∞(V )(蓝色)。注意，

V = 100 · v 将电压 V 与它的无量纲对应 v 联系起来。同样地，τx(V ) 与 τx(v) 有关，x∞(V ) 与 x∞(v) 有关。

而在动作电位区域下，典型的时间尺度顺序是：

τm ∼ 10−2, τh ∼ 100, τn ∼ 100, τs ∼ 101.

我们必须选择每个 τx, x = m,h, n, s 的最小顺序，以

获得门的典型时间尺度顺序。这表明 m 的典型时间尺

度为 10−2 毫秒，而其他门 (h, n, s) 为 1 毫秒。总的来
说，我们已经确定了系统 (3.1) 中的不同时间尺度：快
速变量 (v,m) 的快速时间尺度为 10−2 毫秒，慢速变

量 (n, h, s) 的时间尺度为 1 毫秒。我们选择 kt = 1ms

作为 (慢) 参考时间尺度，我们得到：

εv′ =Îappl − (ÎNa + ÎK + ÎKs + ÎL),

εm′ =(1/tm(V ))(m∞(v)−m),

h′ =(1/th(V ))(h∞(v)− h),

n′ =(1/tn(V ))(n∞(v)− n),

s′ =(1/ts(V ))(s∞(v)− s), (7)

其中 ε := C/(gNakt) ≈ 10−2 ≪ 1 是奇异扰动参

数，函数 tx(v) 是 τx(v) 的适当无量纲版本。系统 (7)
是一个慢/快系统，在慢速时间尺度 τ(� = d/dτ) 上有

2 个快变量 (v,m) 和 3 个慢变量 (h, n, s) 。

3.2. 简化到一个 3D 模型

Step1: 快速变量的简化。在文献中，将快速门控变量简
化到其准稳定状态是一个常见的程序，认为它们

非常快地达到这些值，这些门控的动态变化是次

要的。在我们的案例中，我们设定快速门控变量

m = m∞(v)。这种简化在数学上可以通过中心流

形简化来证明。我们在此不做说明，可参考文献

[44]，该文献对 Hodgkin-Huxley 模型的 m 门严

格地说明了这样一个简化步骤。通过这第一个简

化步骤，我们将快速变量的数量从两个简化到一

个。

Step2: 慢速变量的简化。这一步是基于对亚阈值区域的
观察。图 3.2 显示了系统 (7) 中膜电位 v 的时间

轨迹 (左) 以及门 x，x = m,h, n, s 的相应时间

轨迹。请注意，n门完全不影响亚阈值区域，即在

这个区域中，n ≈ 0。这可以通过观察图 3.1 所示
门 x 的准稳态电压函数 x∞(v) 来轻松解释。S 型
激活函数 n∞(v)，即 n的准稳定状态 (黄色显示)，
在 v < −0.4(V < −40mV ) 时近似为零，这是亚

阈值区域的极限。时间常数 τn(v) 阶为 1ms。因

此，在动作电位放电，神经元复极化到亚阈值区

域后，n 将在几毫秒后达到零平衡值，此后 n 在

STOs的产生中没有发挥任何作用。由于我们主要



8

图 3.2. Iapp = 0.7 的 Erisir 模型中的时间轨迹；左图：电压时间轨迹 V 显示 MMO 模式 12；右图：门的相应
时间轨迹: m(红色)；h(绿色)，s(蓝色)，n(黄色)；注意 n 门在亚阈值区域中基本上为零。

对 MMO 模式中 STOs 的创建感兴趣，所以设置
gk = 0 是合理的，也就是说，我们阻止了 Erisir
模型中的 Kv3.1 通道。我们期望在没有这个通道

的情况下找到定性的类似结果 (MMOs)，但注意
到Kv3.1通道在神经元复极化方面有深刻的作用，

我们将在后面回到这一点。

通过第二个简化步骤，我们将慢变量的数量从三

个简化到两个。

3.3. 简化 Erisir 模型中的 MMOs

在下文中，我们将重点讨论简化 Erisir 模型

µẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y). (8)

这是一个具有两个慢变量 (h, s) 和一个快变量 v 的奇
异扰动系统 (慢/快系统)。首先我们表明，这个模型可
以产生与完整的 Erisir 模型类似的模式。图 3.3 显示
了分岔图，其结构与图 2.1 所示的完整 Erisir 模型的
分岔图在质量上是一样的：在 Iapp < IHopf 时，神经元

是可兴奋的，其中 IHopf ≈ 0.615 表示超临界 Hopf 分
岔。相应的极限环在 Iapp ≈ 0.625时失去了稳定性，这

就打开了一个参数窗口，直到 Iapp = Inlc ≈ 0.715，显

然没有稳定的吸引子。Isnlc 表示极限环的鞍-结分岔。

对于 Iapp > Isnlc，存在大的松弛振荡。请注意，我们

使用 Iapp 而不是它的无量纲对应物 Îapp 作为分岔参

数。这使我们能够直接将分岔结构与图 2.1 所示的原
始模型的分岔结构进行比较。图 3.4 显示了几个应用
电流 Iapp 值的时间轨迹。与完整的 Erisir 模型 (1) 类
似，MMOs 显示为简化 Erisir 模型的稳定解，填补了
图 3.3 中明显没有稳定解的空白。

请注意完整的 Erisir 模型和简化 Erisir 模型之间
的质量差异：简化 Erisir 模型中的神经元没有像完整
模型中那样复极化 (差异大约为 15mV )。另一方面，在
简化模型中，神经元的去极化程度高于完整的模型 (差
异约为 10mV )。这是由 Kv1.3 通道块解释的，它负责

电位的复极化阶段。请注意，在简化模型 (图 3.3) 的
分岔图中，HB 和 SNLC 之间的差距只是稍微移动了
∆Iapp ≈ 0.03 到与完整模型相比，图 2.1。这 (主要是
因为超极化外向电流 IK 在亚阈值区域中非常弱 (大约
为零)，对 STOs 没有影响，这在慢变量的简化中得到
了解释。总之，看来简化 Erisir 系统 (8) 在质量上涵
盖了完整的 Erisir模型 (2.1)的行为，至少在我们观察
到 MMOs 的参数体系中是接近的。

3.4. 简化 Erisir 模型的鸭解分析

这里我们通过广义的鸭解现象 [7, 44, 49] 来解释
观察到的 MMOs。鸭解理论适用于有两个慢变量和一
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图 3.3. 简化 Erisir 模型 (8) 的分岔图：为了便于与原始模型 (1) 进行比较，我们使用应用的电流 Iapp 作为分岔

参数，而不是其无量纲对应的 Îapp。同样地，我们绘制相位变量 V，而不是它的无量纲 v。我们观察到
Iapp ≈ 0.62 的超临界 Hopf 分岔，Iapp ≈ 0.63 的极限环失去了稳定性，我们观察到 Iapp ≈ 0.71 极限环的鞍-结

点。

图 3.4. 简化 Erisir 模型 (8) 的电压时间痕迹。上/左: Iapp = 0.62 的小振荡模式 01；上/中: Iapp = 0.635 的
MMOs 模式 19，上/右: Iapp = 0.67 的 MMOs 模式 12；下/左: Iapp = 0.69 的 MMOs 模式 11；下/右:

Iapp = 0.72 松弛振荡模式 10。注意，我们绘制的是 V 而不是它的无量纲对应物 v。

个快变量的奇异扰动问题。简化的 Erisir 系统 (8) 必
须满足一组假设，才能应用这一理论，我们将在下文中

说明这一点。

我们首先关注系统 (8) 中的极限问题 ε → 0，这

被称为简化问题。它描述了慢速变量 (h, s) 在临界流

形 S := (v, s, h) ∈ R3 : f(v, s, h) = 0 上的演化，即在

v-零斜面上的演化。这个临界流形 S 可以表示为一个

图，例如，在 (s, v) 空间上，由以下公式给出

hs, v =
Îapp − ĝKss

4(v − ÊK)− ĝL(v − ÊL)

m3
∞(v)(v − ÊNa)

(9)

以下关于临界流形 S 的假设成立。
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假设 1 系统 (8) 在亚阈值区域下 (局部) 拥有一
个折临界流形。

图 3.5(中间) 显示了 Iapp = 0.65 的临界流形，它

确实是折。这对观察到的 MMO区域内 (及以后)的所
有 Iapp 参数值都是如此。

如果我们重新标定为系统 (8) 中的快速时间 τ =

t/ε，并采取奇异极限 ε → 0，那么我们得到一维层问

题，它描述了远离临界流形 S 的快速动力学。层问题的

轨迹演化沿着快速纤维，即一维集合 (h = const, s =

const, v)，临界流形 S 是一个平衡流形。S 的折结构意

味着层内问题中沿折曲线 L的平衡点的-结点分岔。因
此，我们可以把临界流形描述为子集 S = Sa ∪ L ∪ Sr

的联合，其中 Sa 表示 S 的吸引 (稳定) 分支，即 fv

在 Sa 上 < 0，Sr 表示 S 的排斥分支，即 fv 在 Sr 上

> 0。折曲线 L 由 fv = 0 定义。因此，沿快速纤维的

层流分别朝向远离 Sr 的 Sa。

为了理解临界流形 S 上的减弱流，我们将 (8) 的
极限系统 ε → 0 投射到 (s, v) 空间。这个投影可以从

f(h, s, v) = 0 的隐函数微分和 ṡ 的方程中得到，该方

程给出

ṡ = g2

−fvv̇ = fhg1 + fsg2 (10)

沿着 h = h(s, v) 进行计算。请注意，这是一个自然的

投影选择，因为 S 是作为 (9) 中 (s, v) 空间的图给出

的。系统 (10) 沿着由 fv = 0 给出的折曲线 L 是奇异

的。因此，我们用系数 −fv 对时间进行重新标度，得

到去奇异化的简化流

s′ = −fvg2

v′ = fhg1 + fsg2 (11)

其中，”’”表示相对于新时间 t1 = t/(−fv)的导数。我

们通过反转去奇异化系统 (11) 在排斥分支 Sr 上的轨
迹方向来获得简化系统 (10) 的相位图，否则这两个相
位图是等价的。系统 (11) 有两种类型的奇点，规则的
和折。有规律的奇点是由 g1 = g2 = 0 给出的。它们

对应于远离折曲线的简化流 (10) 的平衡点。相反，折
奇点是由 fv = 0(折曲线条件) 和 fhg1 + fsg2 = 0 给

出的，它定义了折曲线上的孤立点。一般来说，这种折

奇点不是简化系统 (10) 的平衡点。然而，折奇点为简
化的流动提供了机会，在有限时间内通过折奇点从 Sa

穿越到 Sr。根据 (11)的奇点分类，折奇点被称为折鞍
点、折鞍-结点、折结点或折焦点。
假设 2 系统 (10) 在 0.55 < Iapp < 0.74 的情况下

拥有一个折结点 (折鞍-结) 奇点。
图 3.6 显示了应用电流 Iapp 的几个值在静息阶段

(V < −40mV ) 的简化流。橙色下方的曲线代表临界
流形的折曲线 L。对于 Iapp < 0.55，在吸引分支 Sa

上存在一个结点和一个折鞍点 (未显示)。对于 Iapp =

IfsnII ≈ 0.55，我们观察到一个折鞍-结点 (II 型)，即
绿色空心线和下橙色折曲线的交点，以及一个折鞍点，

即绿色空心线和下橙色折曲线的另一个交点 (可参见
例如图 3.6，Iapp = 0.63)。对于 Iapp > IfsnII，折鞍-结
点 (II 型) 就会分裂成一个折结点和一个鞍点 (见例如
图 3.6，Iapp = 0.63)。因此，一个折鞍结点 (II型)对应
于一个折奇点和一个规则的奇点的超临界分岔。对于

Iapp = IfsnI ≈ 0.74，我们观察到另一个折鞍-结点 (I
型) 分岔，即折结点 (左) 和折鞍点 (右) 相互消灭 (图
3.6 中从 Iapp = 0.73 过渡到 Iapp = 0.80) 。因此，一
个折鞍-结点 (I型)是折奇点的鞍-结点分岔，这解释了
两个子类型的差异。对于 Iapp > IfsnI，只是存在排斥

性分支 Sr 上的普通鞍点 (绿色曲线与橙色上部曲线的
交点，未显示)。因此，假设 2 在 IfsnII < Iapp < IfsnI

的情况下得到满足。

请注意，一个折结点在 Sa 上创造了一个奇异的漏

斗，即存在一个简化流 (10) 的解的扇形，它是由 Sa

通过折结点到 Sr 的漏斗形成。在图 3.6 中，奇异漏
斗是折曲线 (橙色下部曲线)和两条黑色曲线之间的面
积，即折结点的强鸭解和折鞍点的鸭解。识别这个漏

斗区域是至关重要的，因为通过这个漏斗区域的系统

(8) 的解将产生 STOs。最后，我们必须构建奇异的周
期性轨道，由简化问题和层问题的轨迹段串联起来，解

释 (8) 中观察到的 MMOs 模式。
假设 3. 系统 (8) 在 0.55 < Iapp < 0.69 时拥有一

个奇异的周期性轨道，该轨道由稳定的折面 Sa 上的一

段组成，在折结点奇异点的奇异漏斗内作为端点。

图 3.5 说明了这样一个奇异的周期性轨道 (SO)。
找到这些 SO 的主要步骤是表明返回机制将折结点的
快速纤维投射回漏斗区域 (见图 3.5)。我们不明确计算
这个奇异的周期性轨道，而是通过计算系统 (8) 中的
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图 3.5. 通过广义鸭解现象对 MMOs 的解释：上图显示了相空间中预测 MMOs 的奇异周期轨道的草图；中图显
示了临界流形和系统 (8) 在相空间中靠近相应折结点奇异点的 4 个 STOs 的轨迹；下图显示了 Iapp = 0.65 时

14 MMO 模式的相应时间轨迹。注意，我们绘制的是 V 而不是它的无量纲对应物 v。
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图 3.6. 系统 (8) 的简化流 (10)。注意，我们绘制的是 V 而不是它的无量纲对应物 v。应用的电流 Iapp 显示在
每个面板的上方。红色曲线是奇异轨道 (SO；通过求解系统 (8) 计算出的 C = 10−8，相当于非常小的

ε ≈ 10−8)；绿色曲线是 V -零斜；橙色曲线是 ns-零斜 (注意下半部分，由 fv = 0 定义的标记为 F 的折曲线不
是真正的零斜，但它与绿色曲线的交点决定了折结点)。黑色曲线 (无论是单独的还是最左边的) 代表主要的强
鸭解，最右边的黑色曲线是折鞍点的稳定流形。在 Sa 上由两条黑色曲线 (折结点的强鸭解和折鞍点的鸭解) 限
定的扇形 (折曲线 F 下面) 被称为漏斗。当 SO 位于漏斗内时，根据该定理，对于足够小的 ε 值，将有 MMOs。
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图 3.7. 系统 (8) 在不同电流下投射到 (ns, V ) 平面的轨迹，对应于图 3.6。

周期性轨道来近似计算，ε非常小 ≈ 10−8。在奇异极限

ε → 0 时，这些周期性轨道将成为假设 3 中描述的奇
异周期性轨道。图 3.6 中显示了几个 SOs 的例子。随
着 Iapp 的增加，折结点的漏斗明显变小，对于 Iapp =

IfsnI(折鞍-结类型 I)，漏斗消失了。如图 3.6 所示，全
局返回机制仅在 0.55 < Iapp < Irel ≈ 0.69 的情况下将

折结点的快速纤维投射到漏斗中。因此，假设 3 只在
IfsnII < Iapp < Irel 时得到满足。对于 Iapp ≈ 0.68，返

回机制投射到漏斗的边界上，即代表不同振荡行为的

相空间中的分离矩阵的折结点的强鸭解，即 MMOs和
松弛振荡之间。在 [7] 中表明，如果一个奇异扰动系统
满足假设 1−3，那么它在足够小的 ε下拥有 1s MMO
模式。我们得出结论:

命题 3.1 对于足够小的 ε ≪ 1，系统 (8) 拥有基
于鸭解现象的 MMOs 型周期解。

请注意，根据假设 2和 3，我们期望找到 IfsnII ≈
0.55 < Iapp < Irel ≈ 0.69 的 MMOs。显然，这个预
测的边界对奇异扰动参数 ε ≪ 1 的大小很敏感。例如，

系统 (8) 的分岔图，图 3.3，是针对 ε ≈ 10−2 计算的。

我们观察到 IHopf ≈ 0.615 < Iapp < Isnlc ≈ 0.715 的

MMOs 模式。与预测的 IfsnII = 0.55 相比，MMOs
的开始有一个明显的转变。如果我们把 ε 的值简化到

零，那么 IHopf 就会收敛到 IfsnII，即一个折鞍-结 (II
型) 是图 3.3 所示的 Hopf 分岔的奇异极限表示。请进

一步注意，Sa 上的一个稳定结点在 IfsnII 处穿过折曲

线 L，成为 Sr 上的一个 (不稳定的) 鞍点。这些平衡
(鞍点和结点)在小的扰动 ε下持续存在，因此也是 (8)
的平衡。回顾一下在 IfsnII ≈ 0.55 处的折奇点和普通

奇点的超临界分岔。这些稳定和不稳定的平衡对应于

分岔图 (图 3.3) 中的平衡分支，其中稳定性通过 Hopf
分岔而丧失。这再次强调了折鞍-结 (II 型) 和 Hopf 分
岔之间的关系。奇异扰动 ε 越小，MMOs 的开始时间
就越接近 IfsnII ≈ 0.55。

为了获得 MMOs 模式，假设 3 也必须得到满足。
返回机制必须在漏斗内进行投射，否则我们将只观察

松弛振荡而不观察 MMOs。因此，全局返回机制最终
决定了观察到 MMOs的 Iapp 区间。在图 3.3中，上限
Isnlc 是 ε ≈ 10−2 的系统 (8) 的返回机制投射到漏斗
边界的参数值。同样，如果我们把 ε 降低到零，那么

Isnlc 就会像奇异极限理论所预测的那样接近 Irel。请

注意，ε 在上限 Isnlc 时对 MMOs 范围的影响越来越
大，而在下限 IHopf 时对 MMOs 范围的影响越来越
小。

我们还可以对 MMOs 模式中的 STOs 数量进行
定性预测，Iapp越大，STOs数量越少。鸭解理论 [49]根
据系统 (11) 中折结点奇点的特征值比 µ = λ1/λ2 < 1，

预测了 STOs数量的上限，s∗ = [(µ+1)/(2µ)](小于或
等于 (µ+1)/(2µ) 的最大整数)。对于 IfsnII ≈ 0.55 <



14

Iapp < Irel ≈ 0.69，这个数字随着应用电流2的增加而

简化。此外，返回机制将轨迹投射到更接近强鸭解的

Iapp 增加的地方。只要返回机制将轨迹 O(ε(1−µ)/2)

投射到强鸭解附近，STOs的数量就小于预测的最大数
量 s∗。在 Iapp = Irel 的极限中，即从 MMOs切换到松
弛振荡时，STOs的数量 s∗变为零。这就解释了图 3.4
和图 3.7 中所示的 Iapp 增加时，MMOs 模式内 STOs
的数量简化。

我们想指出的是，在 [7，49] 中发展的鸭解理论不
能完全解释从 STOs 到 MMOs 的过渡，即在折鞍-结
(Iapp = IfsnII)附近。请注意，极限 µ → 0预测了无限

多的 STOs，即从 STOs 到 MMOs 的过渡。正如我们
的分析所指出的，STOs 的开始与 Hopf 分岔有关，在
奇异极限中，Hopf 分岔对应于一个折鞍结点 (II 型)。
在 [35] 中，提出了对折鞍-结 II 型奇点的严格吹胀分
析，显示了两种现象，即鸭解和奇异 Hopf 分岔，如何
导致包括 STOs和 MMOs在内的复杂动力学。在 [25]
中，显示了如何确定与折鞍-结 II 型奇点 (超临界或亚
临界) 相关的 Hopf 分岔的类型。它还显示了附近分岔
结构的数值结果，如周期加倍和环形分岔。其他关于

折鞍-结点的工作可以在 [39, 34] 中找到。

4. Erisir 模型的弱耦合性

我们现在使用弱耦合理论 [14] 来尝试理解鸭解的
存在如何产生网络形成集群的能力。简而言之，弱耦

合理论或平均法允许人们将 N个耦合振荡器的系统简
化为 N− 环上的微分方程组。考虑一个耦合对:

X ′
1 = F (X1) + ϵ1G1(X1, X2)

X ′
2 = F (X2) + ϵ1G2(X1, X2)

其中X� = F (X)有一个稳定的极限环 U(t)，并且 ϵ1是

小而正的。这里用 ϵ1 表示耦合强度，下标为 1，以区别

于上一节中用来描述时间尺度差异的 ϵ。为了使平均化

和弱耦合理论得到应用，通常必须假定 ϵ1 ≪ ϵ。也就是

说，该耦合比任何其他表征非耦合动力学的速率都要”

2 特征值比 µ = λ1/λ2 < 1 不是 Iapp 的单调函数。在 0.69 < Iµ̂ < 0.7
的情况下，µ 的值达到最大 (µ̂ ≈ 0.27)。对于 IfsnII < Iapp < Iµ̂，它
从零增加到 µ̂，对于 Iµ̂ < Iapp < IfsnI，它从 µ̂ 减少到零。

小”. 如果这个假设成立，那么弱耦合的方法允许我们
得出结论：对于 ϵ1 足够小，Xj(t) = U(θj(t)) +O(ϵ1)，

并且

θ1 = 1 + ϵ1H1(θ2−θ1) + o(ϵ1)

θ2 = 1 + ϵ1H2(θ1−θ2) + o(ϵ1)

其中

Hj(ϕ) =
1

T

∫ T

0

U∗(T ) ·Gj(U(t), U(t+ ϕ))dt.

这里 T 是极限环的周期，U∗(t) 是线性伴随问题

的唯一周期解：

Y ′ = −DXF (U(t))TY, Y (t)− U ′(t) = 1.

对于我们的模型，耦合只是通过膜的电压，所以

H(ϕ) =
1

T

∫ T

0

V ∗(t)(V (t+ ϕ)− V (t))dt. (12)

V ∗(t)是伴随的电压分量，与对神经元施加短暂的小电

流扰动得到的相位复位曲线成正比 (见 [29])。V (t) 是

电压轨迹。我们注意到，对于间隙结点，H(0) = 0。相

位模型使我们能够预测两个或多个振荡器耦合时可能

的稳定相位-锁模式。对于一对相同的振荡器，我们可
以写出相位差的单一标量方程，ϕ := ϕ2−ϕ1:

ϕ′ = ϵ1[H(−ϕ)−H(ϕ)] = −2ϵ1Hodd(ϕ).

因此，H 的奇数部分的零点是可能的相位差，如果

H ′(ϕ̄) > 0，ϕ̄ 的相位差是稳定的。

上述理论对 N 个振荡器的概括是清楚的。特别是，

对于所有的：所有具有相同振荡器的耦合，我们得到以

下相位模型:

θ′i = 1 + ϵ1
1

N

N∑
j=1

H(θj − θi). (13)

这个系统的聚类解是 N 的一个分区，即一个正整数的

集合，其总和为 N，例如，k1, · · · , km，这样就有 m

个不同的相位和 kl 个振荡器，它们在每组中都是同步

的。例如，一个双集群的解将有 n 个相对相位为 0 的

振荡器和 N−n 个相对相位为 ϕ̄ 的振荡器。m− 集群
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状态的存在需要解 m 个方程。这些聚类状态的稳定性

更难确定，一般来说，只有在 m = 2 的情况下和某些

对称 m > 2 的情况下才会这样做 [28, 26, 1]。
对于非常大的 N，Kuramoto[36] 开发了一种非常

有用的技术。他考虑了全局连接的相同振荡器，这些

振荡器是由不相关的噪声驱动的。对于足够大的噪声，

当 N → ∞ 时，噪声系统的相位密度是均匀的 (异步
状态)。他对这种状态进行了稳定性分析，因为噪声的
振幅简化了，在某些条件下，异步状态失去了对称集

群状态的稳定性。哪种状态从噪声中出现是非常容易

确定的。让 an 表示 H(ϕ) 的傅里叶正弦系数。然后，

当噪声低于 am/m时，一个 m集群将从异步状态分岔

出来。因此，我们只需要看最大的 am/m 来预测哪些

集群应该出现，因为噪声简化了。虽然这不会挑出所有

的吸引子，但我们可以把它看作是模拟退火的类似物，

希望选择最有吸引力的状态。

因此，在本节的其余部分，我们将研究 Erisir 模
型的 H 函数，然后试图通过考虑亚阈值行为来理解为

什么它看起来像。

4.1. Erisir 模型的相位模型

利用上述理论，行为的主要决定因素是函数H(ϕ)，

它给出了 (i)可能的稳定的成对相位差和 (ii)在有噪声
的情况下最稳定的集群形成形式。

图 4.1 显示了形式为 (12) 的相位模型的行为，其
中 H 如方程 (12) 所定义，用于 Iapp 不同值的 Erisir
模型。初始阶段是从均匀分布中随机抽取的。在最左边

的面板上，各阶段组织成一个三组解，如图 2.4所示的
完整模型，Iapp = 0.7。下面的两张图显示了相互作用

函数 H 和伴随函数 V ∗。很明显，H 包含许多高阶傅里

叶模式，事实上，am/m的最大值发生在 m = 3处，因

此，三个集群的解被预测为是最稳定的。随着电流的增

加，系统向通常的重复放电系统靠近，集群的数量下降

到两个 (Iapp = 0.8)，然后下降到一个 (Iapp = 0.9)，这
是同步解。Iapp = 0.8 的 H 的傅里叶分析表明，a2/2

是最大的，因此预测两个集群会从异步解中出现。同

样，在 Iapp = 0.9 的情况下，主导的傅里叶正弦模型

是 m = 1，所以只会有同步性。

我们注意到，对于三群的情况，H 接近于 V ∗ 的

镜像。通过观察 H 的定义 (12) 可以看出其中的原因。
H 函数是电压轨迹与伴随矩阵的卷积。然而，对于与

聚类相关的长周期振荡，电压轨迹看起来非常接近狄

拉克三角函数，因此，H 的粗略近似值为

H(ϕ) =
1

T

∫ T

0

V ∗(t)[δ(t+ ϕ)− δ(t)]dt = V ∗(−ϕ)− V ∗(0)

(14)

这只是 V ∗(t) 的镜像。这表明，理解聚类的关键在于

伴随 (PRC) 而不是电压轨迹。这个概念是通过观察图
4.2 可以证实这一点, 在这我们使用 Iapp = 0.675(V
中的许多亚阈值振荡和 V ∗(t) 中的许多振荡) 和相同
的电流但 gKs 关闭 (没有亚阈值振荡和一个简单的双
峰 V ∗(t)) 的伴随形状。我们使用复杂/简单伴随和复
杂/简单电压跟踪的所有组合来计算四个不同版本的
H。如图中的曲线 1 和 2 所示，复杂伴随与两个电压
轨迹中的任何一个相结合，会导致一个高度振荡的函

数 H，而简单的伴随会产生相对简单的函数 H。因此，

这里的数值和近似值 (14) 提供了强有力的证据，证明
相互作用函数 H 的多重振荡是由于伴随/PRC的复杂
性，V ∗(t) 而不是膜电位的波形。

如果我们回顾一下，伴随与相位响应曲线 (PRC)
有非常密切的关系，那么我们可以利用这一点来理解

鸭解结构和亚阈值振荡在塑造 PRC 中的作用。图 4.3
显示了 V−ns 相平面内亚阈值区域的吹胀。未扰动的

周期为 234 毫秒。两个不同的短暂 (0.1 毫秒) 脉冲在
神经元尖峰后 70毫秒或 90毫秒交付。70毫秒的脉冲

导致下一个尖峰的延迟 45 毫秒，而 70 毫秒的脉冲导

致尖峰提前 42毫秒发生。这种差异的机制从图中可以

看出。较早的脉冲使神经元经历一个额外的振荡 (中心
的红色环)，而较晚的脉冲使神经元跳过一个脉冲。因
此，亚阈值振荡的存在导致了对小脉冲和 PRC时间的
敏感性，PRC 在周期内有多个前进和延迟。

最后，我们注意到，在简化的 (三变量模型) 中也
发现了同样的行为。图 4.4 显示了当 Iapp = 0.65 时，

简化模型的伴随和交互函数，这是在存在折鸭解结构

的区域。将这个伴随/H 函数与左边的图 4.1中的函数
进行比较。它们在四分法形状上显然是相当接近的。因

此，简化对相位动态的影响很小。
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图 4.1. 50 个耦合振荡器的 Erisir 模型的相位简化行为。每一列显示了每个振荡器的相位，时间向下运行，振荡
器指数跨越。然后显示了函数 H(ϕ)，其伴随 V ∗(ϕ) 在底部。应用电流 Iapp 从左到右分别为 0.7, 0.8 和

0.9µA/cm2。H 的傅里叶分析分别预测了三个、两个和一个集群的解。

5. 结论

在本文中，我们探讨了局部动力学和神经振荡器

耦合之间的相互作用。我们选择的耦合，即电耦合，是由

大脑 (特别是大脑皮层)中抑制性中间神经元之间的这
种连接的优势所激发的。电耦合也是最简单的耦合形

式，并没有引入突触耦合的额外复杂性，这涉及到各种

时间尺度和突触的种类 (抑制性或兴奋性)。本文使用
的模型已被其他作者用来研究抑制性神经元的同步特

性。生物物理模型的新颖之处在于它包含一个缓慢的

钾通道，使电压发生混合模式振荡 (MMOs)。这种尖峰
和亚阈值振荡的混合使神经元对输入非常敏感，并导

致复杂的相位复位曲线 (PRC)。这种复杂的 PRC为这
些神经元网络中的多重聚类提供了机制。关于 MMOs
和耦合之间的相互作用的其他研究很少。[2] 在一个化

学模型中发现了具有强耦合性的聚类。在他们的论文

中，主要工具是快速慢速分析；弱耦合和相位方法没

有被应用。[30] 研究了椭圆爆裂体之间的弱耦合 (与
MMOs 有关，参见 [12])。他只对尖峰与突发的同步性
感兴趣，并不把动力学与交互函数联系起来。

在生物学上，这项工作为分析慢速电流对动力学

和耦合的影响提供了一个新的贡献。已经有许多论文

表明，慢速电流和其他内在电流对同步有深刻的影响

[41, 27, 16, 21]，然而，所有这些都说明了同步和” 反
相位”振荡之间的过渡。此外，虽然这些影响经常被证
明是改变 PRC 形状的结果，但这些形状的变化是微
妙的。在本文中，缓慢的钾电流 IKs 具有深刻的影响，

并产生 MMOs，这反过来又导致了非常复杂的 PRC。
Rotstein 等人。[43] 在一个内丘脑皮层 II 星形神经元
模型中发现了一个主要负责观察 MMOs 的慢速 h-电
流 Ih，并表明鸭解现象也能解释这些 MMOs。他们还
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图 4.2. 伴随负责 H 的形状。四条曲线显示了用标准模型 (Iapp = 0.657, gKs = 0.018) 或更简单的模型
(Iapp = 0.675, gKs = 0) 计算的 H。1：标准电压跟踪 + 标准伴随；2：更简单的电压跟踪 + 标准伴随；3：简单

电压跟踪 + 简单伴随；4：标准电压跟踪 + 简单伴随。

图 4.3. 对 PRC(伴随) 复杂性的解释。在短暂输入的时间上的微小差异在亚阈值动态附近有放大的效果。这里
(Iapp = 0.675，周期约为 234 毫秒。一个持续 0.1 毫秒、振幅为 0.25µA/cm2 的电流脉冲被传递, t = 70(红色曲

线) 和 t = 90(蓝色曲线为尖峰后毫秒, 黑色曲线是未扰动的轨迹) 时。

指出了 MMOs 对 PRC 的影响。

强耦合破坏了这些网络的聚类能力 (结果未显示)，
这可以通过注意到强脉冲对 PRC 的微妙影响与弱脉
冲不一样来理解。因此，所描述的结果这里需要” 弱”
耦合。我们指出，耦合电导率约为慢速钾电导率的 10%。

最后，我们注意到，只要突触是短持续的，在弱抑制性

突触耦合下也有类似的结果。
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图 4.4. Iapp = 0.65 的简化 Erisir 模型的伴随函数 V ∗(ϕ) 和相互作用函数 H(ϕ) 是在存在折鸭解的情况下。将
这些与图 4.1 左图中完整模型的相应函数进行比较。
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A. Erisir 模型 (2.1) 的函数和参数

生物物理模型的形式为:

CV ′ =Iapp − gL(V − EL)− gNam
3h(V − ENa)

− gKn2(V − EK)− gKss
4(V − EK)

m′ =am(V )(1−m)−bm(V )m

h′ =ah(V )(1−h)−bh(V )h

n′ =an(V )(1−n)−bn(V )n

s′ =as(V )(1−s)−bs(V )s

其中

am(V ) = 40(75−V )/(exp((75−V )/13.5)−1)

bm(V ) = 1.2262exp(−V /42.248)

ah(V ) = 0.0035exp(−V /24.186)

bh(V ) = 0.017(−51.25−V )/(exp(−(51.25 + V )/5.2)−1)

an(V ) = (95−V )/(exp((95−V )/11.8)−1)

bn(V ) = 0.025exp(−V /22.22)

as(V ) = −(0.616 + 0.014V )/(exp(−(44 + V )/2.3)−1)

bs(V ) = 0.0043exp(−(44 + V )/34)

这些变量的动力学与 [38] 中发表的完全一样。我
们对电导做了一些小的改变 (特别是我们的泄漏，gL

要大一些)。电流 Iapp 的变化与慢速电导率 gKs 一样。

除非另有说明，默认值为 EK = −97, ENa = 55, EL =

−70 (均为 mV )，C = 0.1µF/cm2, gL = 0.041, gK =

18, gNa = 9, gKs = 0.018(均为 µS/cm2)。
在网络模型中，50 个这样的神经元通过全局耦合

被耦合在一起：

Icoup =
ggap
50

50∑
j=1

(Vj−Vi)

它被添加到每个振荡器的电压方程的右侧。在有噪声

的模拟中，每个电压方程中都加入了一个正态分布的

随机变量。
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