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可兴奋系统的分数阶动力学在物理上可以被描述为一种记忆依赖现象。它可以为某些类型的神经元

模型产生多样化和迷人的振荡模式。为了解决这些特征，我们考虑了一个非线性快慢 FitzHugh-Rinzel
(FH-R) 模型，该模型在一组固定参数下表现出椭圆簇发放，输入电流恒定。这种经典阶模型的推广为
理解单个神经元动力学提供了广泛的神经元反应 (规则尖峰、快速尖峰、簇发放、混合模式振荡等)。到
目前为止，还不完全了解分数阶动力学在多大程度上可以重新设计可兴奋系统的放电特性。我们研究

了经典阶系统如何改变其复杂的动力学，以及簇发放如何根据分数指数 (0 < α ≤ 1) 进行稳定性和分
岔分析，从而改变不同的振荡。这是由于分数阶动力学的记忆效应而发生的。分数阶 FH-R 模型的放
电频率低于经典阶模型，即便它存在第一个尖峰延迟。此外，我们研究了具有小耦合强度的耦合 FH-R
神经元的反应，这些耦合强度在特定分数阶上同步。有趣的动力学特征表明，在这个分数阶系统中可

以诱导的各种神经计算特征，从而丰富了功能神经元机制。
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1. 引言

集体振荡动力学和同步活动是动力系统的基本现

象 [1，2]. 它在计算神经科学中具有理论重要性和生物
物理意义。数学生物物理模型 [3-6] 是表征神经系统
的主要工具。神经动力学中最令人兴奋的一步是根据

膜电位的数学模型来理解单个神经元的系统结构。各

种类型的尖峰和簇发放是可兴奋细胞的动力学反应 [7，
8]。这种类型的研究分析了可兴奋系统的混沌行为。当
数学模型被描述为单个神经元或网络时，应用非线性

动力学技术来研究新兴的振荡模式和同步现象。经典

阶动态模型依赖于紧接的前一个响应，但是分数阶导

数依赖于所有先前的响应，因此它具有记忆效应 [9-
11]。它可以产生不同类型的多时间尺度神经元动力学
[12]。它为理解丰富的动态和神经元反应提供了广泛的
范围 [13-16]。分数阶微积分起源于 L’Hospital 写给
Leibnitz的一封信 [13-15]。现在，它已成为一种有前途
且可靠的数学工具，包括遗传属性或记忆依赖现象 [13-
17]。多时间尺度动力学的讨论在以前的一些文章中已
经研究过在信号处理中具有潜在的重要性 [18，19]。已
经研究表明，注入施加的正弦电流下新皮质锥体神经

元的放电率可以用分数阶导数很好地近似 [20]。
许多研究人员研究分数阶动力系统 [21，22]。结果

表明，它遵循幂律动力学 [23-25]。在人类记忆中，幂律
动力学在较早之前被研究过 [26，27]，记忆依赖的准确
性衰减的速率几乎等于 t−α, 0 < α < 1。幂律适应有

助于描述生物系统的一些动力学行为 [12，28].近年来，
分数阶导数在模拟生物现象方面变得非常有用 [13-16，
29] ，组织的粘弹性 [30]、组织电极接口 [31]、药物递
送的动力学特性 [32，33]、扩散过程 [34-36]、生物物
理神经元模型和神经网络 [37-42]。已经发现认知行为
可以使用分数动力学建模 [43]。观察到分数阶动力学
用于前庭动眼系统 [44] 和敏感神经元 H1 的飞行运动
[28]。它可以包括突触的机制 [28] 以及可兴奋细胞的
几何特性 [44，45]。使用分数阶动力学分析单神经元
模型，例如 Hodgkin-Huxley(H-H)，Morris-Lecar(M-
L)，FitzHugh-Nagumo(FHN)，Hindmarsh-Rose(H-R)
模型等 [10，39，46-49]。在这项研究中，已经证明孤立
神经膜的分数阶动力学可以通过使用表现出椭圆簇发

放的合适生物物理模型来分析。它反映了通过膜电压

导致先前历史依赖性活动的信息变化率。分析了质变

不同的动力学性质对应的不同参数体系。本文研究了

FH-R 神经元 [50-52]。在分数阶域中，大致了解具有
稳定性和分岔场景的尖峰模式和尖峰频率。尖峰和簇

发放之间的关系是一个重要的问题，也是数学神经科

学中一个迷人的现象，特别是在神经编码中。簇发放

呈现重复尖峰和静止状态之间的反复过渡。开关阶段

取决于缓慢变化的树突电流刺激的强度。椭圆簇发放

的一个令人兴奋的特征是出现尖峰活动和停止尖峰的

频率不为零，振荡的幅度可能很小 [53]。经实验研究，
这种类型的簇发放可以在控制啮齿动物下颌运动的三

面神经中发现 [54]。

之前已经发现，2D FHN 模型中的慢速变量会产
生数学复杂性，允许神经元模型的膜电压的各种动力

学，包括混沌。因此，分数阶 FH-R 单神经元模型具
有优异的定性特征，表现出许多不同的动作电位振荡。

研究了分数阶相称 FH-R 模型渐近稳定性分析的必要
和充分条件。分岔表示静止状态和振荡状态之间的质

变 [5，6]。利用一定的固定参数集对分数阶 FH-R 模
型进行了研究，并以分数阶指数为主要参数，通过解

析分析推导了极限数值计算。因此，经典秩序模型的

这种推广会产生生物物理变异性。我们介绍了分数阶

动力学对耦合振荡器不同融合中同步准则的影响。我

们观察到了经典阶模型中不存在的各种分数阶的不同

动态行为。

2. 分数阶 FH-R 模型

FitzHugh 和 Rinzel 介绍了 FH-R 模型 (1976 年，
在一篇未发表的文章中)[50,52-55]，这是经典的 FHN
神经元模型的修改版。2D FHN 模型 [3,4] 说明了与神
经元兴奋性和尖峰产生有关的有趣的生物物理现象的

几何解释。它表现出连续的尖峰，有一个特定的外部

刺激。然而，它不能够产生皮质神经元中产生的各种

迷人的放电模式。FH-R神经元模型是 FHN模型的改
进版，当它在一个特定的定点范围内变化时，可以对

某些参数产生丰富的放电活动。快慢子系统描述了该

模型，快速子系统由经典的 FHN 方程 [3] 组成，慢速
子系统是一维的。它在生物学上是合理的，并且在计

算上是有效的单神经元模型。对应的分数阶 FH-R 模
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型被描述为:

dαv

dtα
=v − v3/3− w + y + I = f1(v, w, y),

dαw

dtα
=δ(a+ v − bw) = f2(v, w, y),

dαy

dtα
=µ(c− v − dy) = f3(v, w, y), (1)

其中 v, w 和 y 分别代表膜电压、恢复变量和电流的慢

速调制。I 衡量外部刺激电流的恒定大小，α是分数指

数，其范围在区间 α(0 < α ≤ 1)。a, b, c, d, δ 和 µ 是

系统参数。当 α = 1 时，系统还原为原始的经典阶系

统。µ 表示一个小参数，决定了慢速系统变量 y。快速

子系统 (v − w) 在相平面上呈现一个松弛振荡器，其

中 δ 是一个小参数。v 以 mV (毫伏)表示。时间 t的单

位是 ms(毫秒)[4,6,11]。它表现出强直的尖峰或静止状
态，这取决于 I 的固定值的参数集。二维 FHN模型中
的参数 a对应于 FH-R神经元模型的参数 c[53,55]。如
果我们降低 a 的值，会导致两次簇发放之间的间隔更

长，但是存在一个相对固定的簇发放时间。随着 a 的

增加，簇发放间的间隔变得更短，周期性的簇发放变化

变成了强直的尖峰。

以前曾介绍过注入电流刺激和膜电位之间的关系，

以产生一个动作电位，即尖峰 [10]。理想电阻-电容理
论描述了无源电池膜的动态分析，非理想电阻-电容电
路图可以表征振荡行为 [10,16,39,56,57]。理论保留了
膜电压行为。它在分析细胞膜的介电行为方面起着重

要作用 [16,39,57]。在实验结果中观察到，分数阶动力
学遵循一般的幂律关系 [10,56]。在神经元的电学活动
中，表明幂律动力学遵循 α = 0.76 和 0.86，分别代表

温暖和寒冷的蛙坐骨神经元 [39]。电流-电压关系的非
理想电容理论由分数阶导数描述如下，C dαv

dtα
= I，其

中 α(0 < α < 1。它遵循幂律动力学，并保留了膜电压

变化中的记忆效应-[9-11,16,39]。我们在分数阶条件中
考虑这种对比。膜电压和特定的膜电位变化可能会诱

发发作样活动，从而导致癫痫发作样活动 [55]。它可能
会在肌肉中引起对刺激的特定强度的反应。这类簇发

放现象可以用一种更普遍的方式来探索，这样它就可

以跨越不同的研究领域 [55]。让我们研究一下分数阶
快慢系统贡献不同的放电活动，随着预先定义的各种

固定参数集的分数阶指数的变化而出现和消失。

3. 方法

3.1. 数值求解方案

为了研究 FH-R 模型的分数动力学，我们考虑在
Caputo意义上最熟悉的分数导数的定义 [13-15]。考虑
变量 x(t) 对分数指数 α ∈ (0, 1) 的分数阶导数，如下

所示

dαx

dtα
= f(x, t), (2)

使用定义，我们有

dαx

dtα
=

1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−αx(τ)dτ, (3)

其中伽马函数定义为 Γ(z) =
∫∞
0

e−uuz−1d,。卡普托

阶导数的另一个优点是常数的导数为零。整合该函数

的所有先前活动是有效的，该函数由一个遵循幂律动

力学的函数加权。现在，将 L1 方案 [9,41,42,58] 应用
于公式 (3)，将分数阶导数近似为

dαx

dtα
≈ (dt)−α

Γ(2− α)

[N−1∑
k=0

[x(tk+1)− x(tk)][(N − k)(1−α)

− (N − 1− k)(1−α)]
]
, (4)

并结合公式 (2) 和 (4)，得到公式的数值解。(2) 可以
被表述为

x(tN ) ≈(dt)−αΓ(2− α)f(x, t) + x(tN−1)

−
[N−2∑

k=0

[x(tk+1)− x(tk)][(N − k)(1−α)

− (N − 1− k)(1−α)]
]
, (5)

其中，tk 代表第 k 个时间步长，tk = k∆t。在我们的数

值结果中，变量 x 被认为是 x�(v, w, y)。膜电压 (v(t))
的分数阶导数的近似值为

v(tN ) ≈(dt)−αΓ(2− α)f1(v, t) + v(tN−1)

−
[N−2∑

k=0

[v(tk+1)− v(tk)][(N − k)(1−α)

− (N − 1− k)(1−α)]
]
, (6)
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同样地，我们可以用数字推导出公式 (1)中其他两
个变量 (w 和 y) 的表达式。因此，公式 (2) 的数值解
为可以概括为由伽马函数加权的 markov 项与记忆轨
迹之间的差异。记忆效应在分数阶系统中具有主要的

功能作用，因为它整合了所有过去的活动。由伽马函数

加权的markov项由 (dt)−αΓ(2−α)f(x, t)+x(tN−1)给

出，记忆轨迹由 [
∑N−2

k=0 [x(tk+1)−x(tk)][(N−k)(1−α)−
(N − 1− k)(1−α)]] 给出。记忆轨迹在 α = 1 时没有影

响，分数阶系统的行为与经典阶模型相似。当我们将分

数阶数 α 从 1 降低时，记忆轨迹中的非线性增加，系
统动力学取决于时间。通过使用该方案对分数阶 FH-
R 系统进行数值积分。我们考虑了不同的参数集，如
下 [53,55]: a = 0.7, b = 0.8, d = 1, δ = 0.008, c =

−0.775, µ = 0.0001，设 I: I = 0.3125，设 II：I = 0.4，

设 III：µ = 0.18, I = 3，设 IV: c = 1.3, µ = 0.0001, I =

0.3125，设 V：c = −0.908�µ = 0.002, I = 0.3125，其余

参数与上述相似。我们用这些参数集对 FH-R 模型进
行分析。系统显示出不同的放电模式，如椭圆簇发放、

强直峰发放/规则峰发放、快速峰发放和高振幅单尖峰
与小振幅振荡。对于与神经细胞的各种动态行为相对

应的不同参数体系，研究了不同的放电活动和模式转

换。

3.2. 分数阶生物物理模型的特点

稳定性分析

系统 (1)的定点点被推导为 w∗ = (v∗+a)/b, y∗ =

(c − v∗)/d, v∗3 − 3v∗p = q，其中 p = (1 − 1
b
− 1

d
) 和

q = (3I − 3a
b
− 3c

d
)。根据三次多项式的判别式的性质

F (v∗) = v∗3 − 3v∗p = q，系统 (1) 最多可以有三个平
衡状态。在本研究中，假设 (A)bd < d+ b 成立 (基于
数据)。

命题 1 立方函数 F (v∗) 是严格递增的，并

且只存在平衡状态的一个分支 E(q) =

(v∗(q), v∗(q)+a
b

), c−v∗(q)
d

), q ∈ R，对于系统 (1)，
其中 v∗(q) = F−1(q)。

证明 1 我们有 F (v∗) = v∗3−3v∗p 和 F ′(v∗) = 3v∗2−
3p。F �的判别式由 D(F ′) = 36

bd
(bd−d−b)给出。利用假

设 (A)，我们得到 D(F ′) < 0，这意味着 F ′(v∗) >，并且

函数 F 在 R上是严格递增的 (和可逆的)。故它只有一
个实根 v∗(q) = F−1(q)。系统 (1)在定点 E(v∗, w∗, y∗)

的 Jacobian 由以下公式给出

J(v∗) =


1− v∗2 −1 1

δ −δb 0

−µ 0 −mud


特征多项式为

Q(λ) =λ3 − (1− v∗2 − δb− µd)λ2

(δ − δb+ µ− dµ+ bdµ+ bδv∗2 + dµv∗2)λ

− (bdδµ− bδµ− dδµ− bdδµv∗2)

根据假设 (A) 和 det(J) = µδ((bd − b − d) −
bdv∗2) < 0，我们得到特征多项式 Q(λ) 至少一个根

是负的。考虑到参数 d = 1 的值 (对于所有参数集都
是常数且固定的)，我们有 Q(−µ) = µ(bδ − µ)。如

µ < bδ 则 Q(−µ) > 0，这意味着 Q(λ) 至少一个实根

位于 (−∞, µ)，否则根位于 [−µ, 0)。我们将讨论 µ < bδ

分析处理的情况，并以类似的方式运行，我们也可以得

出 µ > bδ 的情况的分析结果。

系统通过 Hopf 分岔改变其稳定性，当雅可比矩
阵的迹线消失时，即 1 − v2H − δb − µd = 0，它给出

vH = −
√
1− δb− µ(γ1) 和 vH =

√
1− δb− µ (γ2).vH

表示发生 Hopf 分岔的系统变量。

命题 2 系统 (1) 的平衡态 E(q) 对于任何 q ≤ F (γ1)

或 q ≥ F (γ2) 是渐近稳定的 (与分数指数 α 无关)。

证明 2 假设我们采用 q ≤ F (γ1) 的情况，则 v∗ =

v∗(q) = F−1(q) ≤ γ1 < 0。另外，如果 q ≥ F (γ2)，

then v∗ = v∗(q) = F−1(q) ≥ γ2。这两种情况下都可

以得到 Q(1 − v∗2 − δb − µ) < 0。因此，Q(λ) 的负

实根 (λ1) 位于 (1 − v∗2 − δb − µ,−µ) 其他两个根

分别满足 λ2 + λ3 = 1 − v∗2 − δb − µ − λ1 < 0 和

λ2λ3 =
det(J)
λ1

> 0。从上面的讨论中，我们可以得出结

论，根位于负实轴上，因此平衡状态 E(q) 是渐近稳定

的并且与分数指数无关。

命题 3 如果 q ∈ (F (γ1)�F (γ2))，则系统 (1) 的平衡态
E(q)是渐近稳定的，如果 (1−v∗2−δb−µ−λ1)

√
−λ1 <
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2
√
−det(J) cos απ

2
，或等价地，

α <
2

π
arccos(min(1,max(0,

(1− v∗2 − δb− µ− λ1)
√
−λ1

2
√
−det(J)

))) (7)

其中 λ1 = λ1(q) ∈ (−∞,−µ) 是特征多项式 Q(λ) 的

最小根。

证明 3 我们已经证明最小的根 λ1 = λ1(q) ∈
(−∞,−mu) 和 Q(λ) 的另外两个根满足 λ2 + λ3 =

1−v∗2−δb−µ−λ1，λ2λ3 =
det(J)
λ1

> 0。现在，根 λ2 和

λ3 满足渐近稳定性条件 |arg(λ)| > απ
2
，如果 λ2λ3 > 0

和 λ2+λ3√
λ2λ3

< 2 cos(απ
2
) 满足 [59]。替换 λ2+λ3 和 λ2λ3

的值，我们得到条件 (7)。

数值结果

假设 (A) 适用于所有上述参数集，因此系统 (1)
只存在一个平衡状态 E(q) 分支。对于参数集 I 和 II，

我们还可以找到 γ1 = −
√
1− 0.8 ∗ 0.08− 0.0001 =

−0.9674，γ2 =
√
1− 0.8 ∗ 0.08− 0.0001 = 0.9674 和

F (−0.9674) = −4.5331，F (0.9674) = 4.5331。根据

命题 II，E(q) 对于任何 q ≤ F (γ1) 或 q ≥ F (γ2)

是渐近稳定的，或者等价地，对于任何 I < 0.1390 或

I > 3.1610，与 α无关。当 I ∈ (0.1390�3.1610)时，平衡
态 E(q)对于 I 和 α的某些值变得不稳定，稳定性准则

由命题 3给出。现在，假设施加的刺激值 I = 0.3125 ∈
(0.1390�3.1610)，则平衡点对所有 α < 0.80828(集合 I)
都是稳定的。同样，如果我们选择 I = 0.4，则 α <

0.6951(集合 II) 的平衡点是稳定的。参数集 III 的条

件 µ > bδ 成立，平衡解的稳定性由相同的条件 (7) 给
出。因此，平衡点对于所有 α < 0.95665都是渐近稳定

的。集合 IV 的平衡点为 E(0.54648, 1.5581, 0.75352)，

系统 (1) 具有由 λ 给出的实特征值 λ1, λ2 和 λ3 =

(−0.00028055, 0.0613089, 0.576231)。因此，平衡点 E

是一个鞍点。此外，在参数集 V 处，α < 0.956455 的

平衡点是稳定的。

系统 (1) 的混沌行为可以使用必要条

件 α > (2/π)tan−1(|Im(λ)|/Re(λ))[60]。
我们考虑参数集 I。系统有一个实平衡点

E(−0.885098,−0.231373, 0.110098)， 该 平 衡 点 的

特征值由 λ1, λ2 和 λ3 = (−0.000196427, 0.076349 ±
0.245811i) 给出。平衡点 E 是指数为 2 的鞍点

[60,61]。现在，使用上述条件，我们得到系统 (1) 表现
出 α > 0.80828 的混沌。在参数集 II 处，平衡点和特

征值为 E(−0.841243,−0.176554, 0.066243) 和 λ1, λ2

和 λ3 = (−0.000204006, 0.114207 ± 0.219938i)。这

里，平衡点 E 是一个指数为 2 的鞍点。在这种情况

下，系统表现出 α > 0.6951 的混沌。以类似的方式进

行，系统分别在参数集 III 和 V 的 α > 0.95665 和

α > 0.956455 表现出混沌。

分岔分析

经典阶 FH-R 模型的分岔分析使用 MATCONT
软件进行。施加的刺激 (I) 被视为主要参数，其他参
数固定在其基值，µ = 0.0001。静息状态通过超临

界 Hopf 分岔分别在 I = 0.138716(HB1) 和 I =

3.161277(HB2)消失 (见图1)。图中粗蓝线表示稳定平
衡状态，蓝色虚线表示不稳定平衡状态。系统分别具有

稳定的焦 I < 0.138716 和结点 I > 3.16277。系统对

0.13872 < I ≤ 0.6 和 2.6 < I ≤ 3.16128 具有鞍点焦

点。FH-R模型在 I = 0.3125处显示椭圆簇发放 (集合
I)[53]，但是，当我们增加 I 的值 (0.4 < I ≤ 0.6)时，它
显示了规则尖峰与簇发放的共存。此外，随着 I 的增加，

系统表现出规则的尖峰。0.6 < I ≤ 2.6 系统具有鞍点，

在此区域中系统首先显示规则峰值，然后随着 I 的增

加而出现第一个峰值延迟。对于 2.6 < I ≤ 3.16128，系

统首先显示具有第一个尖峰延迟的常规尖峰，但随着

I 的增加，它显示了具有第一个尖峰延迟的不规则簇发

放。粗绿线表示稳定极限循环，而红色虚线表示不稳定

极限循环。在经典阶模型中，Andronov-Hopf分岔表示
周期解的局部出现和消亡，而在分数阶模型中，Hopf分
岔的邻近解被认为是系统的解。分数阶系统在任何平

衡点周围的稳定性由变量 ni(α, I) =
απ
2
− |arg(λi(I))|，

i = 1�2�3. 如果 ni(α, I) < 0 或 ni(α, I) > 0，则称系

统在平衡点附近稳定或不稳定。变量 ni(α, I) 与经典

序系统中特征值的实部具有类似的作用。因此，分数

阶系统中 Hopf 分岔发生的条件可以表述为 [62]：(I)
雅可比矩阵 J 有两个复共轭特征值和一个实特征值，

即 D(Q(I∗)) < 0，其中 I∗ 是主要参数的临界值，(II)
ni(α, I

∗) = 0 和 λ3(I
∗) ̸= 0，(III) ∂n

∂I
|
I=I∗ ̸= 0。当参
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图 1: 经典阶 FH-R 模型相对于参数 I 的分岔情况，并保持其他参数的基础值。粗实线和蓝色虚线分别表示系
统的稳定和不稳定的稳定状态。绿色和红色的虚线分别表示稳定和不稳定的极限循环。HB1 和 HB2 代表

Hopf 分岔点。

图 2: 分数阶系统 (1) 的分岔结果分别对应在参数集 I 和 II。

数 I ∈ (0.1390, 3.1610) 时，在系统 (1) 中发生 Hopf
分岔。图2(a, b)显示了 (I, α)-平面中平衡态 E(q)的稳

定/不稳定区域，参数集分别为 I 和 II。图中的蓝色曲

线是指从 ni(α, I
∗) = 0 获得的方程给出的临界值 α∗

的 Hopf 分岔曲线。假设我们取 I = 0.3125，则临界值

为 α∗(0.3125) = 0.80828。当 α < α∗ 时，系统 (1) 是
渐近稳定的，而对于 α > α∗(0.3125) 则不稳定。系统

(1) 存在 Hopf 分岔，对于 α = α∗(0.3125)。我们没有

将数值分析的区域 I ∈ [0.7�2.6]视为 D(Q(I)) > 0。平

衡状态对于分数指数 α 的大多数值是渐近稳定的，对

于极少数 α 值是不稳定的。对于 I = 0.4，Hopf 分岔
的临界值为 α∗(0.4) = 0.6951。
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图 3: 分数阶 FH-R 模型 (1) 在不同分数指数 α 下膜电压 (v) 的不同神经元响应。第一组：(a–d)
α = 1, 0.98, 0.95 和 0.79(集合 I)。第二组：(e–h) α = 1, 0.92, 0.85 和 0.68(集合 II)。第三组：(i− k)α = 1, 0.99
和 0.95(集合 III)。第四组：(l–n) α = 1, 0.85 和 0.80(集合 IV )。第五组：(o–q) α = 1, 0.98 和 0.95(集合 V )。
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单一分数阶 FH-R 模型的兴奋性反应

现在，我们研究分数阶 FH-R 神经元模型来研究
各种放电活动。我们评估了经典秩序动力学如何改变

其神经元行为，以及对于不同的分数指数的稳定性和

分叉分析，簇发放是如何改变不同的放电模式的。我们

使用时间步长 ∆t = 0.1 作为数值结果。我们将初始条

件视为所有数值模拟中不动点周围的小随机扰动。这

里的随机扰动取自区间 (0, 1)中均匀分布的随机数。一

个有趣的特征是整数阶 FH-R 模型在参数集 I 处产生

椭圆簇发放。它在簇发放的静息阶段产生衰减和小幅

度振荡的增长，并且不会迅速阻尼。放电模式在每个

簇发放中有多个尖峰，在两个簇发放之间有一些亚阈

值振荡 (见图3(a))。簇发放的活跃和静息阶段随着我
们从经典/整数阶 1 (0 < α ≤ 1) 慢慢减少分数指数而

变化。在 α = 0.98处，它显示快速尖峰，一段时间后，它

产生具有高幅度单尖峰和低幅度振荡的混合模式振荡

(见图3(b))。当它进一步降低到 α = 0.95时 (见图3(c))，
它只显示混合模式振荡。分数阶系统在 α = 0.80828处

有一个 Hopf 分岔，当 α < 0.80828 时，系统进入静

止状态，即它收敛到稳定不动点 (v∗ = −0.885098) 在
α = 0.79处 (见图3(d))。现在，我们考虑参数集 II。经

典阶系统显示强直尖峰 (见图3(e))。当分数指数减小到
α = 0.92 时，它显示出从强直尖峰到具有高振幅和低

振幅振荡的不同尖峰模式的转变 (见图3(f))。系统在
α = 0.85 处显示混合模式振荡 (见图3(g))。当系统处
于此转换模式时，首先会出现尖峰延迟，并且触发频率

降低。然后，系统在 α = 0.6951 处表现出 Hopf 分岔，
并且对于 α < 0.6951 进入完全静止状态，如图3(h) 所
示。(其中 v∗ = −0.841243和 α = 0.68)。接下来，经典
阶可兴奋模型产生另一个具有参数集 III 的尖峰模式

(见图3(i))。在 α = 0.99 处，它显示出相对于经典阶

模型的规则低幅度峰值，并且它具有第一个峰值延迟

(见图3(j))。此外，它在 α = 0.95 处收敛到静息状态

(见图3(k))。在这里，系统也收敛到一个稳定的不动点
(v∗ = 0.891229)。接下来，我们考虑参数集 IV。经典

阶数模型显示快速尖峰 (见图3(l))。然后，它首先产生
混合模式振荡，然后在 α = 0.85 处有规律地尖峰 (见
图3(m))。随着分数阶数的降低和放电频率的降低，系
统具有第一个尖峰延迟减轻。系统中的第一个尖峰延

迟随着分数指数 α = 0.80 的减小而增加 (见图3(n))。

最后，考虑了参数集 V。经典阶数模型表现出单个高振

幅尖峰，小幅度振荡不会衰减到完全 ji 静息相位或振
荡消亡 (见图3(o))。当分数阶降低时，尖峰频率降低，
小幅度振荡周期增加，即随着 α = 0.98 的持续时间延

长 (见图3(p))。最后，它在 α = 0.95 处进入完全静息

阶段，即系统收敛到稳定不动点 (v∗ = −0.948702)(见
图3(q))。
我们通过稳定性和分岔分析来表征这些不同的神

经元反应。结果表明，在 α = 1 处，v-记忆轨迹为零。
记忆轨迹不会影响 α = 1 处的系统动态 (见图4(a, d))。
当分数阶从经典阶降低时，会出现新的动态响应。电

压记忆轨迹显示振荡，即它对膜电压动态有重大影响，

膜电压也会影响记忆轨迹 (见图4(b, e))。分数阶系统在
较低的分数阶下处于稳态，α对于所有参数集，即记忆

轨迹变得太小，并且它不能显着影响膜电压动力学以

引起尖峰 (见图4(c, f))。因此，分数阶可激励系统随着
α 增加到一组固定参数的阈值以上而变化为不同的振

荡。

耦合分数 FH-R 模型中的同步化

为了研究耦合 FH-R 神经元的动力学，我们考虑
了分数域中的两个突触耦合 FH-R 神经元。通常，突
触耦合的可兴奋细胞根据耦合结构和强度产生同相或

反相同步活性。我们展示了完成同步 (CS)的转换 [37，
61，63] 耦合分数阶可兴奋神经元的机制。我们使用双
向耦合，即两个 FH-R 神经元之间的电耦合，这是生
物物理有效的突触耦合机制

dαvi
dtα

=vi − v3i /3− wi + yi + I + ge(vj − vi),

dαwi

dtα
=δ(a+ vi − bwi),

dαyi
dtα

=µ(c− vi − dyi), (8)

其中 gei = 1�2 和 j = 2�1 是耦合强度。
上述系统通过膜电压双向耦合。通过相似函数检验

同步及其稳定性 [64]。这两个耦合系统的完全同步
表明误差系统零解的稳定性。通过在不同的参数集

中使用合适的耦合强度和适当的分数指数来实现所

需的同步状态 (见图5)。现在，我们引入一种称为
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图 4: 分数指数下的电压记忆轨迹的动态 (a–c) α = 1, 0.98, 0.79 和 (d–f) α = 1, 0.90, 0.69，分别用于参数集 I
和 II。对于 α = 1，v-记忆轨迹对分数动力学没有影响。系统中的非线性随着我们降低分数阶 (α) 而增加，系

统在较低的 α 值下没有显示出振荡。

图 5: 兴奋性耦合分数阶 FH-R 模型的膜电位 (在 α = 0.99)，对于具有电耦合强度的 I 和 III(a)ge = 0.55 和
(b)ge = 0.3。(c, d) 在相同的分数阶 (α) 和电耦合强度 (ge) 下的 v1 与 v2。膜电压变量 v1 与 v2 表示它们之间有

很强的相关性，并表现出 CS。

相似性函数的统计度量来估计耦合神经元振荡器之

间的同步误差以产生 CS。该函数定义为 S2(γ) =

⟨(v1(t)− v2(t− γ))
2⟩/(⟨v21(t)⟩⟨v22(t)⟩)

1/2
，并且 S(γ)测

量耦合可激励系统之间的相位滞后。较小的 S(0) 值

表明驱动器和响应振荡器之间的高度相关性。功能值

S(0) 确认 CS(见图6)，因为它在不同的初始条件下收
敛到零。验证了耦合方案和同步方法的有效性。

4. 结论

分数阶动力学在现实世界的应用中具有更多的优

势。它可能产生复杂的动力学，如切换到不同的稳定

性、周期性和混沌行为。我们的非线性分数阶生物物

理模型显示了这种类型的复杂动力学。理论分析和数

值结果揭示了一些有趣的神经元反应，对进一步研究

分数阶可兴奋性系统很有帮助。本文通过使用一个相
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图 6: 分数阶耦合 FH-R 系统 (8) 的相似性函数与耦合强度，分数阶耦合 FH-R 系统在参数集 I 和 III 处分别
具有分数指数 (a�d) α = 1，(b�e)α = 0.99 和 (c�f) α = 0.98。随着耦合强度 (ge) 的增加，耦合神经元振荡器之
间的同步误差收敛为零，在固定范围内确认振荡器之间的 CS。然而，随着 α 的进一步降低，它不显示 CS。

称的分数阶导数来介绍快慢 FH-R 模型的特性。有研
究表明，分数指数如何影响系统的动力学，使其与表

现出椭圆簇发放的经典阶 FH-R 模型不同。它显示了
不同类型的振荡；基于不同参数集的尖峰频率。阶的

分数指数在产生和破坏簇发放中起着重要的作用。它

改变了系统动力学的性质。这也使我们了解耦合系统

中的信息处理 [11,20,37,39]。分数阶可激发系统的同
步化，特别是混沌系统在控制安全通信方面有潜在的

应用 [63]。我们观察到，在快慢神经元模型中，尖峰
也会产生小的分数阶数。讨论了各种放电模式的转变

状态，包括具有不同参数集的不同分数阶的静止状态。

我们工作的意义在于，我们考虑了与生物相关的电耦

合，即两个神经元的双向耦合，显示出不同类型的振

荡，并在分数阶耦合系统中建立了 CS准则。它可以扩
展到具有这种类型的分数阶神经元的神经元网络，用

于双向或间隙连接耦合方案 [11,42]。当我们在系统中
引入分数阶成分时，选择具有适当参数集的合适的神

经元模型，表现出不同的动态行为，已经成为一项具

有挑战性的任务。对可激发生物物理系统的研究是有

限的，因为出现了不同的复杂数学解；然而，已经开发

了一些技术来研究分数阶动力学。它可能在理解信号

处理动态、噪声引起的电活动、神经元群体的突触机

制、不同的神经计算特征、不同类型的神经网络在健

康和疾病状态下 (如神经系统疾病)的复杂大脑功能方

面发挥重要作用。需要进一步研究分数阶动力学，以

研究具有耦合性质的可兴奋单神经元模型和不同结构

的兴奋-抑制神经元群体的动力学。
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