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Complete dynamical analysis of a neuron model

Andrey Shilnikov
Neuroscience Institute, Department of Mathematics and Statistics,

Georgia State University, Atlanta, GA 30303, USA∗

深入了解单神经元的现实模型中不同活动模式之间的过渡的一般机制是应用动力系统理论的一个基

本挑战。有关可能机制的知识将为确定孤立的和联网的神经元功能的基本原理提供有价值的见解和预

测。我们演示了一套基于微分方程定性理论开发的计算工具，这是专门为慢-快神经元模型量身定制的。
该工具包包括用于在模型中定位慢动作流形的参数延续技术，用于定位周期轨道并确定其稳定性和分

支的平均技术，以及用于推导电压区间的 Poincaré 返回映射族的简化装置。这样的返回映射不仅允许
对稳定的不动点进行详细的检查，而且允许对系统的不稳定极限解进行详细的检查，包括周期轨道、同

斜轨道和异斜轨道。利用区间映射，我们可以计算各种定量特征，如拓扑熵和揉捏不变量，以检验神

经元模型中的全局分岔。

关键词：神经元模型，分岔，爆发，双稳态，Poincaré 映射，参数延续，复杂动力学。
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1. 引言

单个神经元可以产生各种复杂的振荡，称为爆发，

由交替快速重复的峰值和静止或阈下振荡相形成。在

食物链生态系统、非线性光学、人类免疫系统的医学

研究和神经科学等不同的科学领域，都可以观察到爆

破率是复合的、多时间尺度动力学的表现。在神经科学

中，爆发被观察到，但不限于在病理大脑状态中 [1,2]，
特别是在癫痫发作时 [3,4]。

单个神经元可以表现出内在的各种爆发模式，对

由突触引起的外部干扰或内部因素 (如通道噪声) 的
反应各不相同。在模型 [5-9] 和实验研究 [10-12] 中都
观察到爆裂和补发性爆裂共存，以及几种不同的爆裂

模式。爆发的作用对于中枢节律发生器 (Central Pat-
tern generator, CPGs)[13] 决定的节奏运动尤其重要。
CPGs 是一种小的多态神经回路，控制着各种重要的
重复性运动功能 [14]，如人类的心跳、呼吸和行走、水
蛭的游泳和爬行等 [15]。
目前，非常特别的兴趣是多功能 CPG[16] 中的爆

发多节奏动力学，其中每个振荡吸引子对应于特定时

间尺度上的特定节奏，与动物的特定类型的节奏行为

相关。这样的 CPG可以驱动多种行为，并在不同条件
下在不同的神经元节律之间切换 [17,18]。多稳定性增
强了神经系统和机车系统的复杂性和灵活性 [19]。例
子包括 Tritonia 的游泳类型，在一些动物中在小跑和
疾驰之间切换，在水蛭中在爬行和游泳之间切换。

神经动力学中内源性振荡活动的确定性描述，如

强韧峰值和爆发，是基于对霍奇金-赫胥黎形式主义导
出的各种数学和现实模型的一般特性的检验。一个典

型的神经元模型属于一种特殊的动力系统，至少有两

个不同的时间尺度，即慢-快系统。由 Rinzel[20] 开
创的神经元爆裂模型的几何构型，由 Ermentrout[22]、
Bertram等 [6]、Guckenheimer[23]和 Izhikevich[24,25]
进一步发展。这种模型的动力学由慢动流形的吸引部

分决定并以其为中心，这些吸引部分由快子系统的平

衡和极限环组成 [26-32]。这些流形构成了神经元模型
中爆发模式的主干。典型的霍奇金-赫胥黎模型具有一
对这样的流形 [20]: 静止的和充盈的刺突。现有的爆破
分类是基于余维-1 分岔，该分岔启动或终止模型三维
相空间中慢动作流形之间的快速轨迹转换。这些分类

通过将神经元模型细分为以下类型来区分爆裂的类别:

椭圆型或 Hopf-折叠型; 方波爆波，或称同斜折波; 抛
物线类，或圆-圆类描述顶帽模型。
只要神经元远离从爆发到爆发的过渡阶段，慢速

分解已经被证明对大多数低阶爆发神经元模型非常有

效。然而，它提供了较少的关于爆发分岔的见解，而

这种分岔往往是由于涉及慢动力学和快动力学的相互

作用，并导致新的动力学现象的出现，这些现象只能

发生在整个系统中，而不能发生在它的任何子系统中。

此外，接近跃迁时，爆发行为变得相当复杂，常常表现

出确定性混沌 [33-41]。
分析爆发变换需要使用非局部分岔工具，包括

Poincaré 返回映射 [42-44]。映射在计算神经科学中被
积极应用，见 [38,45-49] 及其参考文献。由时间序列
构造的映射的一个缺点是它们的稀疏性，因为它们只

反映系统的主要吸引子。在 [52] 之后的 [41,50,51] 中
提出了一种新的计算机辅助方法，用于构建霍奇金-赫
胥利神经元模型膜电位的完整映射族。利用这种方法，

我们在水蛭心脏中间神经元模型中研究了复杂爆发分

岔，揭示了复杂性的原因是鞍形周期轨道 [49] 的同宿
缠结。

这篇论文的一个目标是在水蛭心脏中间神经元的

简化模型中给出导致复杂的共存爆发模式出现的分

岔的全面描述。在数学神经科学中，包括模型和网络

中的全局分岔在内的开放问题的数量仍然相当大。引

起爆破的分岔和动力学现象的范围超过了现有的分类

方案。发生在爆发边缘的分岔包括马鞍的各种同斜倾

斜/轨道翻转分岔、蓝天突变、爆发的双稳性和强韧尖
峰，以及阈下振荡如 MMOs、环翼-翼的形成和击穿等
[38,41,46,53 - 60]。这种分岔现象在许多神经元模型中
经常被观察到，并且不能用慢速分离法来解释。在过

去的十年里，人们对方波爆发有一个单一的机制进行

了严格的研究: 它的关键特征是有限子移类型的混沌
动力学。最近在这个方向上的突破来自于两个新的通

用机制，它们都与鞍节点周期轨道的同斜分岔有关。第

一种机制，基于蓝天突变 [42 - 44,58,61]，描述了在强
韧峰值和爆发之间的可逆连续过渡。另一种转变机制

的特征是神经元的双稳定性，这是由于非中心同诊所

[62] 到鞍态轨道，神经元可以根据初始状态发射强直
性峰值或爆发。此外，在过渡边缘的双稳态神经元表

现为瞬时混沌，其突发序列的数量不可预测，随后是

有规律的紧张性峰值。这一现象是系统中 Smale 马蹄
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动力学的直接结果 [63]。这两种转变都不能用慢-快分
解来解释。动力神经科学的进一步系统发展需要专门

针对多尺度神经元模型的新的分岔方法。

2. 简化水蛭心脏中间神经元模型

文献 [64] 介绍了水蛭心脏中间神经元 [5] 的几个
简化模型。通过霍奇金-赫胥黎门控变量形式 [65] 推导
出以下三个方程 [39,50,58,64] 给出了“最小”复杂模
型:

C
dV

dt
= −INa − IK2 + IL − Iapp − Isyn

IL = ḡL (V − EL) , IK2 = ḡK2m
2
K2 (V − EK)

INa = ḡNam
3
NahNa (V − ENa) ,mNa = m∞

Na(V )

τNa
dhNa

dt
= h∞

Na(V )− h

τK2
dmK2

dt
= m∞

K2(V )−mK2

(1)

其中 C = 0.5nF 为膜电容;V 为膜电位;INa 为慢失

活 hNa 和快激活 mNa���������; IK2 为激活的持续钾电流

mK2; IL 为漏电流，Iapp 为恒极化或外加电流。最大电

导 ḡK2 = 30nS, ḡNa = 200nS and gL = 8nS，反转
电压为 ENa = 0.045 V, EK = −0.070 V and EL =

−0.046 V。门控变量的时间常数为 τK2 = 0.25 s 和
τNa = 0.0405 s。我们需要指出，当我们在模型中讨论
蓝天灾难的发生时 (图5)，钾电流激活的时间常数降低
到值 τK2 = 0.9，施加的电流不再为零:Iapp = 0.006nA。
门控变量 h∞

Na(V )，m∞
Na(V )�m∞

K2(V ) 的稳态值由

以下 Boltzmann 方程给出:

h∞
Na(V ) = [1 + exp(500(0.0333− V ))]−1,

m∞
Na(V ) = [1 + exp(−150(0.0305− V ))]−1,

m∞
K2(V ) =

[
1 + exp

(
−83

(
0.018− V + V shift

K2

))]−1
.

(2)
量 V shift

K2 成为该模型的一个真正的分岔参数:它是半激
活钾通道对应的实验平均电压值 V1/2 = 0.018 V 的偏
差，即 m∞

K2(0.018) = 1/2。V shift
K2 的变体移动 3d中 V

方向上的慢 nullcline dmK2

dt
= 0。这将延迟/加速 mK2

的激活，当参数移动到负/正的值时。在动态方面，这
导致神经元分别产生强直放电和超极化静止。在本研

究中，V shift
K2 的范围为 [−0.025, 0.0018]V。该区间的上

边界对应于神经元的超极化静止状态，而它在较低的

V shift
K2 值处有调性放电。当参数在这个区间内变化时，

模型在爆破活动中经历了多次变换。我们必须注意到，

模型的动力学响应对 V si
K2 的变化并不完全等同于应用

(or Ipol ) 电流，因为后者影响快速 (v, hNa) 子系统的

慢动作流形的拓扑结构，当 V shift
K2 改变时，该流形保

持不变。

3. 慢-快示例

为了进一步分析模型，我们介绍了慢-快系统理论
的一些基础知识。

考虑一个快-慢系统：

εv̇ = F (v,m)

ṁ = G(v,m, α)
(3)

其中 v ∈ Rn, n ≥ 2,m ∈ R1，简单起见，|ε| ≪ 1 是

一个小参数，α 是一个单分岔参数，函数 F,G 是光滑

的。缩放时间 t = ετ 更改 (3) 到以下在新的时间 τ 的

形式：

v′ = F (v,m),

m′ = εG(v,m, α),
(4)

在奇异极限 ε = 0 时，静态 (冻结的) 变量 m 成为驱

动快速动力子系统动力学特征的控制参数:

v′ = F (v,m). (5)

从初始点 (v0,m0) 开始，(5) 的轨迹收敛到给定
m 的吸引子。这样的吸引子可能是一个稳定的平衡态，

或者在 v ∈ R2 是一个稳定的周期轨道，或者在高维情

况下具有更复杂的结构。当快速系统的平衡态或周期

轨道在结构上是稳定的 (通常是双曲的)，它平稳地依
赖于 m。因此，通过改变 m，可以延续系统 (5)的光滑
不变流形。由快子系统的平衡态组成的流形是 (4) 的
扩展相空间 v ⊗m 中的空间曲线 Meq。当流形由周期

轨道构成时，它是一个圆柱形二维曲面 Mlc。在局部，

流形的正常双曲部分成为 (4) 的中心流形，因此对于
小的 ε，在闭合系统 (4) 中持续存在。这意味着 (4) 的
解将保持在流形的吸引段附近，这些吸引段由稳定的
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周期轨道或快子系统的稳定平衡组成。

系统 (4) 在 0 < ε ≪ 1 处的轨迹，由从初始点

(v0,m0) 开始的相位点跟踪，将以以下方式表现: 在有
限的时间间隔内，它以指数速度快速收敛到所选的吸

引流形，Meq 或 Mlc，因此它的 m-坐标保持在 m0 附

近。一旦靠近，相点沿流形滑动，其变化速率为 m 方

向的订单 ε。对于系统 (3)，这对应于 v-变量向不变流
形的快速跳跃，然后在 m 中进行有限速率演化。在接

近圆柱形流形 Mlc(ε) 之后，相点在 v-空间中环绕它。
变量 m 的缓慢漂移方向由绕 Mlc(ε) 旋转期间的缓慢

方程的平均值决定。

通过条件 F (v,m) = 0 给出了快系统的一个平衡

态，即 (v�m)-扩展相空间中一维静止流形Meq 的方程。

全系统 (4) 的平衡态位于此流形与由 G = 0 给出的慢

零斜函数 m′ = 0的交点。注意平衡态的坐标不依赖于

小参数 ε，但稳定性 (即特征指数) 却依赖于 ε。

为了探测慢-运动流形，我们实际上采用了一种新
的实用的方法在慢-快神经元模型的相空间中对其进行
定位。该方法利用了慢速分解和参数延续技术。令Meq

由系统在奇异极限下的考虑可知。让筛选或扫描参数

α 引入 (甚至是人为地) 到 (4) 中的慢方程中，使 α 的

变化在系统的相空间中转换慢零斜 m′ = 0。然后，随

着 α 的变化，整个系统 (4) 在 ε ̸= 0 处的平衡状态沿

着 Meq 沿着缓慢的 nullcline m′ = 0 滑动。在 Meq 未

知的情况下，我们不需要传统的慢速分解就能找到流

形。因此，我们可以利用“慢参数”延拓技术在模型的

相空间中识别出一个慢动静止流形。这种方法对于高

维的神经元模型尤其有价值，在高维的神经元模型中，

由于动力学中涉及的各种离子电流存在多个时间尺度，

因此慢速分解可能存在问题。下面，我们展示了一种

类似的技术可以用来定位由周期轨道组成的慢运动流

形。

在 ε 的一阶中，相点的 m 分量沿 (4) 相空间中流
形 Meq 的吸引的、通常为双曲的支路 v = vs

eq(m)(根
据 F = 0 的隐函数定理) 的演化由该方程决定：

m′ = G
(
vs

eq(m),m, α
)

(6)

G 的单个零是 (6) 的双曲平衡态。这个零可以是
吸引子，也可以是排斥子，它们分别对应于整个系统

的稳定或马鞍平衡态。相位点沿支路 vs
eq(m) 的缓慢

漂移要么受到稳定点 (6) 的限制，要么趋近于流形上
∂F/∂m = 0给出的临界 (转折点)点。回想一下，在 ε =

0时，m-变量是快速系统中的一个参数，因此，m的临界
值对应于一个编码次元-一个鞍节点或折叠分岔，通过
它一对平衡态-稳定态和鞍态-合并并消失。分岔在Meq

上的最小值 (最大值) 为 m 时发生，此后 m 可能不再

沿 Meq 减少 (增加)。因此，在褶皱处，相点寻找一个
新的吸引子，即快子系统的鞍-节点平衡状态的不稳定
分离矩阵的 ω-极限集。

系统 (4) 在 2D 圆柱形流形 Mlc 的吸引的通常双

曲段附近的轨迹动力学对于 0 < ε ≪ 1 是不那么静

态的。几何上，二维慢零斜线 m′ = 0 可以横切 Mlc。

因此，在慢零斜下 (上)Mlc 的表面上，相点的 m-分
量增加 (m′ > 0)(分别在 m′ < 0 时减少)。让 v =

vlc (v0,m0; τ)是快子系统 (4)在某 m0 处的 T (m0)周

期稳定轨道的方程。因此，如果 G (vlc�m�α) > 0(< 0)

上的 Mlc 在一个单匝周期 T (m) 上，则相位点沿流管

沿增加 (减少)m 的方向滑动。如果相反的漂移在一个
转弯后被抵消，那么相位点保持在同一轨道上。这一观

察结果被形式化为下面由 Pontryagin 和 Rodygin[27]
引入的平均慢速方程:

⟨m′⟩ = ⟨G(m,α)⟩

≡ ε

T (m)

∫ T (m)

0

G (vlc(τ ;m),m, α) dτ
(7)

该方程给出了 (吸引)脉冲流形Mlc 附近相点的慢m−
动力学的一阶近似。函数 ⟨G⟩ 的零点 m∗ 是平均系统

的平衡态。在流形Mlc 的考虑截面上，(7)的双曲平衡
态对应于全系统 (4) 的双曲周期轨道。平衡态的稳定
性 (不稳定性)，以及 m方向上周期轨道的稳定性是由

∂⟨G⟩/∂m 决定的：如果是负的，那么周期轨道是稳定
的。如果为正，则轨道为鞍型，具有二维稳定流形和不

稳定流形。局部不稳定流形为 Mlc 的一段。

如果 (7) 没有零解，则流形 Mlc 的吸引段对于绕

Mlc 沿 m 增加或减少方向缠绕的系统的解是暂态的，

这取决于 ⟨G(m,α)⟩ 是正的还是负的定义。在神经元
动力学的背景下，相应的神经元间模型随时可能爆发。
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4. 中间神经元模型中的慢流形

慢参数延续技术在水蛭心脏间神经元模型中的应

用如图1所示。静止流形 Meq 在这个 (和许多其他)
霍奇金-赫胥黎型模型的相空间中具有可区分的 Z 形。
Meq 上的两个转折点对应于快子系统中的鞍态分岔，

其中一对平衡态合并并消失。在折叠之间的区间内，快

速子系统 (5) 有三个平衡。Meq 的中间部分由鞍座组

成。零斜线 Meq 的上分支和下分支分别对应中间神经

元的去极化和超极化状态。Meq 的超极化 (固体) 分支
由快速子系统的稳定平衡组成，因此也由完整系统的

稳定平衡组成，具有给定的慢方程 (零斜)，见图1。我
们再次强调，通过构造，在模型的相空间中寻找一个

V shift
K2 参数空间曲线的慢流形 Meq。

图 1. 给定 V shift
K2 时 (1) 的平衡态位于由快速子系统的平衡态

与二维 Sigmoid 型慢零斜线 m,
K2 = 0。交点的位置 (即平衡

态) 取决于 V shift
K2 : 随着参数的变化，慢零斜向 V 方向移动，从

而追踪流形 Meq。如果 Iapp 是超极化 (负)，则恒定的外部电
流的应用会使 Meq 向左移动。三个插图图解了沿 Meq 的典型
平衡的特征指数。

一种类似于寻找 Meq 的方法被用来定位由周期轨

道组成的主尖峰流形 Mlc。假设整个模型 (4) 对于某
些 α(在假设已知的 Mlc 上) 存在一个稳定的圆形周期
轨道。α 在 V 方向上缓慢零斜线上的 V 变化，使周期
轨道沿寻找的流形 Mlc 滑动。因此，通过参数化地延

续周期轨道，我们可以发现流形Mlc，而无需事先进行

快慢子系统分解。此外，这种参数延续方法对给定的

小参数产生缓慢流形，而不是奇异极限的近似，与流

形 Meq 相反，Meq 与 ε 无关

4.1. 主尖峰流形

为了揭示中间神经元的脉冲流形Mlc，我们首先找

到了一个与充盈脉冲振荡相对应的稳定周期轨道。例

如，在模型的相空间 V shift
K2 = −0.026 V 处检测到的一

个在图 2 中求流形 Mlc 的边缘。接下来，当 V shift
K2 从

−0.026增加到 0.0018时，我们通过使用软件包 CON-
TENT(http://www.staff.science.uu.nl/ kouzn101/C
ONTENT/) 来跟踪周期轨道。接近后一个值时，稳定
流形 Mlc 向后折叠，包裹住静止流形 Meq，并接触到

低超极化褶皱。我们强调，用慢速解剖 [40] 是不可能
揭示尖峰流形的拓扑结构的。因此，通过构造，前面提

到的中心流形 Mlc 是由模型 (1) 的大量 (峰值) 周期
轨道所组成的参数化二维曲面。(1) 在 Meq 和 Mlc 之

间反复切换的解表示爆发活动。Meq 上的超极化折叠

对应着一个爆发的开始。在 Mlc 附近的解在到达尖峰

流形上的折叠处之前的完整旋转数是每次爆发的尖峰

数。我们用这个圈数来分类爆破状态。

图 2 显示了当分岔参数 V shift
K2 从 −0.026 增加到

0.0018时，在中间神经元模型 (1)的三维相空间中，参
数慢动作流形，峰值Mlc 和静态峰Meq。图 3显示了参
数 V shift

K2 对增益峰值周期轨道的依赖性的分岔图。图

3 显示，在 V shift
K2 ∈ [−0.0234;−0.0259] 的区间内，主

旋律峰值支具有迟滞，因此系统 (1) 在 Mlc 上共存三

个周期轨道时可能表现出双稳定性，如图2和图3所示。

4.2. 平均

为了研究双稳定性，我们使用了平均和参数延续

技术的结合。图 4 展示了中间神经元模型 (1) 的结果。
图中的插图 A1 显示，当慢零斜 m′ = 0 在分岔参数

V shift
K2 为负值时，对应的慢平均方程 (7) 有一个单独的
零 ⟨G⟩(插图 A2) 对应于一个稳定的 (进补的) 峰值周
期轨道 (绿色所示)。回想一下，在缓慢的零斜线中，相

http://www.staff.science.uu.nl/~kouzn101/CONTENT/
http://www.staff.science.uu.nl/~kouzn101/CONTENT/
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图 2. 模型的慢动作流形和零斜线 (1): 当参数 V shift
K2 从 −0.026 增加到 0.0018 时，二维峰值流形 Mlc 由连续的周期轨道从左到右

排列。空间曲线 Vmin 和 ⟨V ⟩ 由周期轨道的最小坐标和平均坐标组成。Mlc 粘在静止流形 Meq 的超极化褶皱上，Meq 由 (1) 的平
衡态组成，其中平均值 ⟨V ⟩ 终止。(1) 的平衡态是 Meq 与慢 (黄) 零斜线 ṁK2 = 0 对于给定 V shift

K2 的交点。同样显示 (红色) 的
是形成 Mlc 的周期轨道的 V 最小坐标值曲线。该曲线用于定义 Poincaré 映射，在围绕 Mlc 进行一次循环之后，将其转化为自身。

图 3. 慢动作流形和模型的空线 (1):2D 尖峰流形 Mlc 由从左到右的周期轨道连续排列，因为参数 V shift
K2 从 −0.026 增加到 0.0018。

空间曲线 Vmin 和 ⟨V ⟩ 分别由周期轨道的最小坐标和平均坐标构成。Mlc 黏附在静止流形 Meq 的超极化褶皱上，由 (1) 的平衡态
组成，其中平均值 ⟨V ⟩ 的曲线终止。对于给定的 V shift

K2 ，(1) 的平衡态是 Meq 与慢 (黄色) 零斜线 ṁK2 = 0 的交点。同样显示 (红
色) 的是周期轨道 v-最小坐标值的曲线，使得 Mlc。该曲线用于定义 Poincaré 映射，在围绕 Mlc 进行一次旋转后，将其移到自身
上
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点被流推动 ((5) 中的缓慢方程)，因此它的 m-坐标增
加或减少。如果相位点保持在一个周期轨道上，相反

的力平均抵消，在轨道的周期内。这导致相位点绕周

期轨道的“重心”作圆周运动。这个中心的 (v�m) 坐

标由以下方式给出:

⟨v⟩ = 1

T

∫ T

0

vlc(τ ;m)dτ

⟨m⟩ = 1

T

∫ T

0

mlc
(
τ ; v, V shift

K2

)
dτ

(8)

其中 (vlcmlc) 为周期轨道方程。周期轨道在 Mlc 和引

力中心上的位置取决于慢零斜线 m′ = 0 穿过 Mlc 的

位置。通过增加参数 V shift
K2 ，慢零斜线降低，周期轨道

沿 Mlc 沿增加 m 的方向滑动。因此，虽然 V shift
K2 是变

化的，但在描述神经元间模型相空间的图中，重心沿

着 ⟨V ⟩ 表示的空间曲线，它是构成 Mlc 的所有周期轨

道的平均坐标。曲线 ⟨V ⟩(图 3) 的折叠对应于周期轨
道的鞍-节点分岔; 有两个这样的分岔发生在 V shift

K2 =

−0.0234 和 −0.0259(图3)。请注意，为了准确地描述
周期轨道的演化，必须使用平均的分支，因为 2D的投
影可能具有误导性。例如，从图 3中我们可以看到，在
V shift

K2 = 0.002471 处，粘在静止流道 Meq 上的超极化

褶皱上的是平均支路 ⟨V ⟩。这与同斜鞍点或 SNIC 分
岔相对应:周期轨道越接近平衡态，相点在鞍点平衡态
的“幽灵”附近徘徊的时间越长。这使得轨道的周期

更大，这意味着 ⟨v⟩ 更接近分岔平衡态 (折点) 的 v 坐

标。观察 ⟨v⟩ 分支的另一个特殊特征: 它的拐点 (标记
为 PD) 在 V shift

K2 = −0.0249 对应于倍周期分岔。

图4(B1)表明，随着参数 V shift
K2 的增加，慢零斜变

低，⟨V ⟩上升，接触水平轴。这个 (下凹的)切线意味着
⟨G⟩这对应于鞍结分岔在平均慢速方程中。当参数进一
步增大时，解耦双零时，在Mlc 上又出现了两个周期轨

道: 稳定轨道 (黑色) 和鞍轨道 (红色)。在 −0.0259 和

−0.0234之间的参数区间中，有三个周期轨道，只要新

生的大幅周期轨道保持稳定，就足以使神经元间的进

补峰值振荡双稳。注意，失去新生周期轨道的稳定性

会在模型中引发倍周期分岔的级联。通过在 V shift
K2 =

−0.0149 处的反向周期加倍分岔，轨道将进一步恢复

其稳定性。由这个振幅较大的周期轨道所延续的尖峰

流形 Mlc 在通过同斜鞍点分岔接触 Meq 上的超极化

膝点后终止。

随着 V shift
K2 进一步增加，当 ⟨G⟩ 再次与水平轴二

次相切 (上凸) 时，初始稳定 (绿色) 和鞍形 (红色) 周
期轨道在 V shift

K2 = −0.0234 处通过鞍形节点分岔合并;
参见插入 C1 和 C2。在稳定周期轨道湮灭后，由于流

形 Mlc 的吸引部分在 MK2-变量的整个范围内不存在
暂态解，因此中间神经元模型已准备好爆发。

与平衡态相比，周期轨道在 Mlc 上的位置仅隐式

地由慢零斜决定。原因是 (1) 中的慢方程在 v 中不是

线性的; 见模型 (1) 右侧的 Boltzmann 函数 ((2))。由
于一维平均支路 ⟨v⟩与二维慢零斜面 m′ = 0的交点不

是周期轨道在给定 V shift���������������
K2 ⟨V ⟩ 上的确切位置 (与

平衡态的情况类似)，我们提出了一个新概念，即平均
零斜线 [39, 58]。对于考虑的模型，我们引入的平均慢

零斜如下: 定义

⟨m∞
K2⟩ =

1

T

∫ T

0

m∞
K2 (vlc(τ ; v)) dτ, (9)

通过在给定的 V shift
K2 在 Mlc 上取周期轨道上相应的

Boltzmann 函数的周期平均值。由于 vlc 依赖于 vshift
K2 ，

通过改变参数，我们可以在周期轨道上找到 ⟨m∞
K2⟩ 的

整个范围。我们观察到:

⟨G⟩ ∼ ⟨m∞
K2⟩ − ⟨mK2⟩ .

平均零斜线图由
(〈
f∞
mK2

〉
所得, ⟨v⟩)是一个 2D圆

柱面 (蓝色)，在图2中用 ⟨m′⟩ = 0标记。V shift
K2 -参数面

与 1DV shift
K2 参数支 ⟨v⟩ = 0 的交点是寻周期轨道的重

心，只要该点对应 V shift
K2 的值相同。通过构造 ⟩m′⟩ = 0

和 ⟨v⟩ = 0，这个点是 ⟨G⟩ = 0 的零点，如图 4 所示。
因此，平均零斜线的几何形状和相互位置让我们可以

确定周期轨道的数量，如果有的话，在主音尖峰流形

和鞍节点分岔上; 参见图5。

在本节的最后，我们指出基于 (7)的平均方法可以
很容易地定位 Mlc 附近的周期解，并确定它们的稳定

性，预测一些局部分岔。这种方法的局限性也很明显:
这些发现提供的关于像爆炸轨道这样的轨道的全局行

为的信息很少。此外，在默认情况下，考虑一个单一的

平均方程排除了轨道可能发生的所有其他分岔，如周

期加倍、同斜，以及其他复杂的分岔，这些分岔是通向

混沌的各种路径的基础。为了克服这一障碍，对神经

元间模型的全局动力学的进一步探索应该通过对慢变
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图 4. (A1−D1):(v,mK2)-投影 V shift
K2 -参数流形meq 和mlc 由中间神经元模型的平衡和周期轨道组成 (1)。(A2−D2): VK2shift =

{−0.0255,−0.0245,−0.02468,−0.0207} 的数值发现图 ⟨G⟩(定义在 (7) 中):⟨G⟩ 的零对应模型的周期轨道。⟨G⟩mK2 的符号决定了
mK2 的平衡态 (周期轨道 (同色)) 的稳定性。V shift

K2 的变化使 ⟨G⟩ 的零点平移，并且周期轨道沿着 M1c 滑动。⟨G⟩ 的切线 (在 B2
中) 对应于鞍点分岔，其中两个相应的周期轨道合并然后消失。

变量 mK2 和快变电压的整个区间使用 Poincaré 返回
映射继续进行。

5. 慢变量的 Poinceré 映射

可以在 2D 横切直线 llc 中的脉冲流形 Mlc 上定

义一个缓慢 m-变量的一维 Poincaré 返回映射。在它
上面，围绕 2D 圆柱形流形 Mkc 的旋转周期 T (m,α)

定义的映射采用 [42− 44] 的形式:

mn+1 = mn + εT (m,α){G(m,α)} (10)

本质上，(10)是平均方程 (6)的离散版本。(10)的
性质由乘积 T (m,α)(G(m,α)} 决定，用 ε 缩放，只要

映射不考虑在同斜鞍点分岔 (SNIC) 附近，在 Mlc 附

近的旋转周期无界增长。实际上，正是 ⟨G⟩ 决定了映
射的动态。
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图 5. 在 (mK2, V )-投影 V shift
K2 = −0.02452 的 VK2 中的 MLC 上的稳定补峰周期轨道消失时刻的神经元模型 (1)。蓝色的 z 形线

Meq 由快速子系统的平衡状态组成 (虚线和实线段表示不稳定和稳定的状态)。它与慢零斜线 m′
K2 = 0 in 的交点是一个单平衡态。

圆柱形曲面 MLC = Ms
LC ∪ Mu

LC 由模型的补峰周期轨道组成。(绿色) 曲线 ⟨V ⟩ 显示周期轨道的 V -坐标在周期内的平均依赖于
mK2。虚线 (蓝色) 曲线是平均 nullcline ⟨m′

K2⟩ = 0。⟨V ⟩ 与 ⟨m′
K2⟩ = 0 之间的接触点对应鞍节点周期轨道 Lbs。鞍节点周期轨道

Lbs 右侧的 Ms
LC 局部是它的不稳定流形 Wu。红色显示的是与 Lbs 同斜的轨迹，当 Lbs 消失后，该轨迹成为稳定轨道爆发。

注意，在方波爆发的情况下，峰值流形由快子系

统的鞍部同斜分叉终止，周期 T (m,α) 对数快速增长，

因此慢映射的形状是由于 T (m,α)。这导致了假设单峰

形状的缓慢映射，在从主尖峰到爆发 [34, 35, 45, 47, 59]

的过渡中产生了周期加倍分岔的快速级联。

为了得到中间神经元模型的慢映射，需要 ⟨G⟩(已
知)，轨道的周期 T 作为参数 V shift

K2 是可变的，ε =

1/τmK2
。后者只是一个缩放因子，为了可视化，我们将

去掉它。⟨G⟩ 的变换如图4所示。简而言之，要创建缓
慢的映射，需要缩放图 ⟨G⟩，然后逆时针旋转图 π/4。

通过表达式 (10) 定义的慢门控 m-变量的 ID 映射如
图6所示。注意，映射不是单值的，因为在 m-坐标上的
投影中的尖峰流形 Mlc 向后折叠，这为映射图提供了

两个分支。因此，它的上分支表征了流形 MK2 在流形

Mlc 上折叠之前的慢变量 MK2 的动态，而下分支则对

应于流形 Mlc 由内向外翻转或折叠后的部分。

尽管如此，在一定的限制下，我们仍然可以解释

它的一些基本性质。首先是映射 (10) 的不动点，位于

⟨G⟩的零点，对应于模型的相同周期轨道。例如，对于
V shift

K2 < −0.0026，映射在嵌集 a 中有一个稳定的不动
点 (绿色)，对应于以中间神经元去极化能级为中心的
稳定的 (突进的) 周期轨道，如图 a 所示，随着参数的
增加，映射图首先接触到双线，并通过鞍节点分岔获得

另外两个不稳定的不动点 (红色) 和稳定的不动点 (黑
色)。不稳定点是划分两个吸引子盆地的阈值。进一步
增加 V shift

K2 到 −0.0234使主音尖峰和不稳定 (中间)不
动点合并并通过次级鞍-节点分岔消失。

一维慢映射的使用让我们克服了单一平均方程

(6)的一个主要限制，即除了几何上明显的切线或鞍节
点分岔，我们可以预测周期轨道从哪里开始周期倍级

联。当映射在不动点 (黑色对应图4(C1)) 处的斜率小
于 −1时，就会发生这种情况。为了避免重复，我们完

成了对神经元间模型 (1) 的缓慢动态的双值返回映射
的相当有限的考虑，并将注意力转移到快速电压的更

有信息的映射上。这种快速映射在神经科学应用中更

为自然，因为膜电位 v 是实验研究中真正可以直接测
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量的唯一变量。

让我们用以下关于神经元模型中慢变量的

Poincaré 返回映射的注释来结束本节:
•优点:映射仅从 (10)计算，前提是它的右侧是先

验已知的。该映射可以方便地检测切线或鞍节点分岔，

并有助于识别倍周期分岔。

•缺点:对于有问题的模型，慢映射不是单值的，对
于许多有折叠的 tonic spiking 流形的模型，如椭圆突
发。正因为如此，不动点的映射和分岔的正确解释可能

是有问题的。主要的问题是，这种缓慢门控变量映射的

实现和实现，在数值研究中看起来是如此自然和可行，

很难与实验研究相比或证明，在实验研究中电压仍然

是唯一可测量的变量，不包括钙浓度缓慢变化的模型。

6. 膜电位的 Poinceré 映射

人们可能想知道神经元在什么条件下开始爆发，

以及随着控制参数的变化，这种爆发活动是如何演变

成进行性峰值活动的。一个明显的观察是，主动式尖

峰活动和爆发活动都具有振荡特性，这让人们可以充

分利用 Poincaré返回映射技术来揭示控制活动之间转
换的隐藏机制。为了以简单的方式做到这一点，我们需

要一个很长的跟踪来识别一个连续的、局部最小值 V

在其中的序列。

那么，一维逐点映射 T可以定义为 T : Vn → Vn+1，

其中 (Vn, Vn+1) 是迹中连续的两个极小值。所有这些

配对将形成映射图。显然，在跟踪中这种不同的对越

多，映射将越“连续”和信息丰富。由时间序列构造的

映射的一个缺点是它们的稀疏性，因为它们只反映一

个系统的主要吸引子。

在本节中，我们讨论了在 Hodgkin-Huxley神经元
模型中构造一个单参数 Poincaré一维返回映射族的数
值算法。该方法首次被提出用于 [41,49,50] 中考虑的
模型，并对 [51] 中的椭圆爆发进行了改进。这样的映
射不仅能让我们找到和检验系统的稳定解，而且还能

让我们找到和检验系统的不稳定解。利用 onto 映射，
我们可以对神经元间模型 (1) 中的爆发及其分岔进行
深入研究。这种方法广泛适用于大多数慢-快神经元模
型，因为它利用了这样一个事实，即这种系统的解徘徊

在低维的慢动作流形周围。

映射构造的第一个阶段开始于主音尖顶流形 Mlc

的定位，如图1和图7所示。接下来，我们在流形上单独
出一条空间曲线 Vmin，它对应于构成 Mlc 的所有周期

轨道的最小 (最大) 电压值 (用 V0 表示)。返回映射被
定义为在绕 M1c 转一次之后将这条曲线移到自身上。

实际上，用点 {V0} 作为模型 (1) 的数值积分出解的初
始条件，每一个这样的解在达到连续最小值 V1 时停止

积分。找到的对 (V0, V1) 构成控制参数 V shift
K2 所选值

的 Poincaré 映射图，如图7所示。
电压区间的 Poincaré 映射的 V shift

K2 -参数族如
图8所示; 在这里, 我们设置 τK2 = 0.25 和 Ipol = 0。由

于只有一个临界点，所以这种映射称为单峰映射 [66]。
这样的非可逆映射有几个特殊的特征，例如，同斜轨

道排斥不动点 [67]，这导致系统中混沌动力学的开始。
映射的“连续性”(6000 点组成图) 允许检测固定的和
周期性的吸引子和排斥子。这种不稳定轨道，包括同

斜和异斜，是隐藏的组织中心，在全局上控制模型的

动力学。利用电压映射，我们可以分析周期轨道和非

周期轨道的所有局部和全局分岔，包括鞍节点分岔和

倍周期分岔、刺加、爆发内危机等。混沌动力学现在

可以通过基于揉捏不变量 [68, 69] 理论的符号描述和

拓扑熵作为模型中爆发复杂性的定量度量来探索。除

了上述内容，我们可以检查模型中多重稳定性的边界，

其中爆发与其他振荡类型的神经活动共存。

7. 从倍周期到爆发

在耗散系统中，倍周期或翻转分岔级联是确定

混沌的典型途径之一。神经元模型也不例外。倍周

期分岔在神经动力学中已被频繁报道，特别是方

波和椭圆脉冲从强直性峰值到爆发的近过渡，见

[35,36,40,51,57,59,70] 及其文献。在本节中，我们将演
示倍周期级联如何塑造水蛭心脏中间神经元的双稳态

动力学 [39,40]。
此时，我们回到图3中的分岔图和图4中的相位图，

其中周期轨道出现和消失为插图中 (A2 - D2) 的平均
方程的双零。周期轨道分支上的两条折线与参数对应，

形成一个迟滞，表明模型可以有两个共存的周期轨道。

这种情况反映在出现了两个切线，鞍点分岔，涉及图8中
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图 6. 当 V shift
K2 从 −0.0255 增加到 −0.0018 时，慢 mk2 变量的 1D Poincaré 映射的分岔阶段。由于主调脉冲流形 Mlc 上的褶皱，

该映射不是单值映射。固定点对应于中间神经元模型 (1) 的周期轨道 (图 4 中同色显示): 稳定的 (绿色) 固定点对应于周期性的紧
张性峰值活动。不动点通过切线或鞍结分岔出现和消失。

电压映射的上分支。

在接下来的内容中，我们将通过检查在低电压值

(−40 mV)下对应的不动点的分岔，集中考虑在增益峰
值流形褶皱附近的大幅周期轨道的演化。稳定周期轨

道和在 V shift
K2 = −0.0257 处的映射如图9所示。回想一

下，通过构造，映射描述了膜电位最小值的时间演化。

因此，模型稳定周期轨道的单个 v 最小值对应映射的

一个稳定不动点。

当映射图的斜率小于-1 时，这个不动点就不稳定

了。这种翻转分岔导致了新的周期-2 轨道的出现，如
图10所示。轨道的两个点对应于中间神经元模型相空
间中双周期周期轨道的两个 v 最小值。电压迹线开始

显示尖峰双联的出现。当参数 V shift
K2 增大时，分岔产

生前向倍周期叶栅，导致爆发振荡。随着参数的进一

步增加，周期加倍分岔发生得越来越频繁，模型开始

生成第一个周期-4 的峰值 (图11)，然后是八周期，以
此类推。

由于跟踪模型相空间中更复杂的周期轨道的连续
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图 7. 在主调尖顶流形 Mlc 的底部使用空间曲线 V ∗
min 作为初始数据来生成输出轨迹，该轨迹定义了 Poincaré 映射，在围绕 Mlc

进行一次旋转之后，将 V ∗
min 引入到自身。初始点在绕 Mlc 转一次或多次后返回到自身，是一个不动点 (用球体 UP2 和 SP 标记)，

或分别形成映射的一个周期性爆发轨道 (三个灰色球体)。集合 {V0} 是由循环轨道 Mlc 的 V -极小坐标 (在 V ∗
min 上) 组成的

图 8. V shift
K2 -参数族 onto 单模 Poincaré 映射膜电位 v。与 45◦-线的映射图的交叉点是模型相空间中流形 Mlc 上 (圆) 周期轨道的

单个 V -最小值的不动点。当映射图 (左下部分) 的形状由下凹变为上凹时，拐点上的固定点改变了稳定性，当其乘数小于 −1 时发
生倍周期分岔。具有 45◦-线的图的切线对应一个鞍节点分岔，通过它两个固定点合并并消失。

周期加倍分岔在图形上是一项具有挑战性的任务，我

们现在可以转向电压区间 Poincaré映射来检查动力学
的演变和潜在的分岔。在周期加倍级联中，主音尖峰

在走向爆发的过程中所经历的下两个步骤如图12所示，

图12描述了周期-8 和周期 16 吸引子。

我们跳过了倍周期级联的中间步骤，并在模型显

示混沌的紧张性峰值活动时显示终端阶段，如图13所
示。由于模型的解尚未达到慢动作流形 Meq 的超极化
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图 9. 在 V shift
K2 = −0.0257 时，在 (A) 中稳态突进峰值流形 Mlc 上的稳定突进峰值周期轨道的单个 v− 最小值，对应于 (B) 中

Poncaré 电压映射的稳定不动点。(C) 和 (D) 显示了模型的电压迹线和电压 (恒定) 最小值随时间绘制的放大图。

图 10. (A) V shift
K2 = −0.02555 处的稳定双峰轨道对应于 Poncaré 映射的稳定周期-2 极限环。插图 (C) 和 (D) 表示电压波形。

图 11. (A) V shift
K2 = −0.0255 处的稳定尖峰周期轨道对应于 Poncaré 映射的稳定-4 周期。插图 (C) 和 (D) 表示电压波形。
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分支，我们在这里使用了“峰值”。下面将展示这种混

沌峰值与另一种周期性的紧张性峰值共存，该峰值由

钾电流 mK2 的某些灭活值下的稳定周期轨道表示，见

图4。
为了结束倍周期级联的检验，我们在图14中给出

了两个分岔图。上图显示了水蛭心脏间神经元模型 (1)
电压迹线中峰间间隔的依赖性，下图显示了 Poincaré
映射的吸引子 V 坐标对参数 V shift

K2 的依赖性。可以

看到这两个图非常一致。很明显，尽管构造这样的返

回映射在计算上是昂贵的，但是区间映射为模型中各

种振荡活动之间的转换提供了高分辨率的分岔机制细

节。

对映射的检查允许对流中尚未发生的转换进行预

测。例如，从两个分岔图中可以看出，模型和映射都

表明，在混沌中存在稳定窗口，在 V shift
K2 = −0.02545

附近，内部有一个稳定的周期轨道，对应于峰值三联。

这样一个三元组对应于映射中的一个周期-3 轨道。使
用电压区间的计算密集映射可以识别出这样一个轨道，

因为它是由 3 度对应映射 T 3 的三个不动点组成的，

如图15所示。从一维映射理论中我们知道，这样一个
周期-3轨道是混沌动力学的一个指标，Li和 Yorke[71]
认为“周期-3 意味着混沌”。此外，由于 Sharkovsky
的排序，如果映射有一个周期-3 轨道，那么它也拥有
所有其他周期的所有可接受轨道 [66]。

7.1. 符号叙述：揉捏和熵

倍周期级联在 V shift
K2 附近以峰值混沌动力学的出

现结束。要知道倍周期级联已经结束，并且在映射和

模型中观察到的混沌动力学是由于其他贡献因素造成

的，一种方法是识别涉及到起始级联的不动点的同斜

分岔。即使是三维系统的相空间中鞍形周期轨道的同

斜轨道的检测也是目前最先进的技术。电压映射的使

用极大地简化了搜索，因为它利用了单峰映射的一个

特定特性 [66,67]。也就是说，这样的轨道可以通过对
唯一临界点进行有限次的前向迭代来探测到。这个临

界点使得映射不可逆转，因为有些映射点有两个预像，

即映射图的每个单调段上都有一个预像。在映射图的

左 (递减)段的限制下，不稳定的不动点 UP1 将被吸引

到临界点的反向迭代中，随着时间的增加，该临界点以

指数速度收敛。另一方面，由于不动点是不稳定的，某

些临界点的有限前向迭代只能跳到不动点上。这个数

定义了主同斜轨道的序数。同斜轨的出现导致了其他

同斜轨的丰富 [63]。这种现象被称为同斜爆炸 [42,43]，
导致系统中的确定性混沌动力学。

为了量化 1D 映射 vn+1 = f (vn) 的混沌程度，可

以计算由给出的 Lyapunov 指数:

λ = lim
n→+∞

1

n
log

∣∣∣∣dfn (vc)

dv

∣∣∣∣
其中 fn (vc) 表示临界点的 n 第 n 次迭代，或任何其
他初始点。图16所示的同宿混沌动力学行为在 V shift

K2 =

−0.025475 处的 Lyapunov 指数为 λ = 0.22，而倍周

期级联的末端相对应的混沌为 λ = 0.18(未显示)。系
统具有同斜轨道这一事实暗示了拓扑熵的正性。一维

单峰映射的拓扑熵可以通过使用揉捏不变量的符号描

述来估计 [68,69]。

映射的临界点 vc 的正向迭代定义无标记揉捏如

下:

κ̃j

(
f j (vc)

)
=

−1 if v < vc

+1 if v > vc
(11)

也就是说，临界点的第 j 次迭代是否落在映射图的
(−1)或升序段上。揉捏不变量被引入为序列 {κn}，其
中 κn 是有符号的揉捏，例如:

κn =
n∏

j=1

κ̃j , or κn = κ̃nκn−1, (12)

例如，κn 也取决于迭代数 n。接下来定义一个正式的

幂级数:

P (s) =
∞∑

n=0

kns
n (13)

A smallest zero smin of Pn(s) on s ∈ (0, 1), if any,
yields the typological entropy h = |log (smin)|.

考虑图 16 中 V shift
K2 = −0.02542 处的映射。前

10 个符号揉元 {−1,+1,+1,+1,+1,−1,+1,+1} 给出
多项式 P10，其图如图17所示。多项式的唯一零给出
拓扑熵 h = 0.32，而相同映射的 Lyapunov 指数约为
λ = 0.34;h = 0.19 用于与位于 V shift

K2 = −0.025475 的

主架映射。
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图 12. V shift
K2 分别为 −0.025495,−0.0254948 处电压区间映射的周期-8 和周期-16 尖峰轨道。

图 13. V shift
K2 = −0.0255，系统的混沌尖峰状态。插图 (C) 表明在电压迹线中，bursting 列的持续时间和每列列车的峰值数不规则

变化。。

图 14. (上) 模型 (1) 的峰值解的峰值间区间与 V shift
K2 的相关性。(下)Poincaré 映射的吸引子的 V 坐标与参数 V shift

K2 对应关系。
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图 15. 在映射 (光曲线) 中，当 V shift
K2 = −0.025435 时，周期-3 的峰值轨道点是映射 (叠加浅蓝色图) 的不动点。

图 16. (上) 在 V shift
K2 = −0.2547 处主同宿分岔附近的映射混沌，该映射涉及到在非可逆映射中启动倍周期级联的原始不动点。红

色所示为两步后临界点的前向迭代 (连接)，终点为驱虫剂。(下) 混沌峰值在 V shift
K2 = −0.025375。迭代临界点的 (黄色) 为映射的

符号描述定义了揉捏不变量。
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图 17. 图 (蓝色和红色) 分别在 V shift
K2 = −0.025375,−0.025475 处的映射的揉捏不变多项式 P10。

8. 双稳态

在本节中，我们讨论减少水蛭心脏中间神经元模

型可以展示的双稳定性的种类。onto 映射的使用使双
稳定性的解释特别清楚。图18显示了共存的峰值和爆
发轨道 (A) 以及相应的 Poincaré 映射 (B) 和电压迹
线 (C, D)。减小 V shift

K2 使慢零斜 ṁK2 提高，从而使

其更接近峰值流形 Mlc。这导致相位点的 mk2− 分量
变慢，以便它能绕着峰值流形 Mlc 做额外的转弯。此

外，缓零斜的进一步升高可以使峰值流形 Mlc 的中段

对模型的解无传递性。其原因是鞍-节点分岔导致在尖
峰流形上出现两个更多的周期轨道 (稳定轨道和鞍轨
道)。鞍节点分岔，也称为一维映射的切线分岔，当映
射的图形成为 45◦ 线切线时发生。新形成的不稳定固

定点将模型中同时存在的爆破吸引盆地和补爆吸引盆

地分隔开。

由于爆发是一种两倍尺度的现象，由快速的突发

性峰值和缓慢的静止阶段交替产生，因此爆发周期为

爆发持续时间 τbd 和爆发间隔 τii 之和。这些时间可以

独立控制。显然，爆发的持续时间 (以及尖峰的数量)
越长，缓慢的零斜 m′ = 0 就越接近相应的主音尖峰

Mlc。另一方面，脉冲间间隔越长，慢零跃层 m′ = 0越

接近静止流形 Meq 的超极化褶皱。也就是说，通过改

变两个临界值之间的分岔参数对应的鞍节点分岔周期

轨道和平衡，我们可以分别平衡 τbd 和 τii，以设置一

个特定值为爆破占空比:DC = τbd/ (τbd + τii)。因此，

如果中间神经元过于去极化，它可能在较低的 V shift
K2

值处产生突发性峰值活动，而在较大的值处则进入超

极化静止状态。虽然 V shift
K2 是模型的一个固有分岔参

数，但我们可以将一个外部应用的当前 Iapp in(1)作为
外部第二个参数。本质上，Iapp 水平移动模型相空间

的 (mK2�v)-投影中的慢动作流形，因为它是在快速电
压方程中引入的，与变量 V shift

K2 形成对比的是，变量

V ′
K2 = 0 在 v-方向上保持流形不变，但平移了缓慢的
零斜线 m′

K2 = 0。

图19显示了模型的
(
V shift

K2 �Iapp
)
-分岔图。在这个参

数空间中，我们挑选出了中间神经元的活动区域:爆发
区、静止区和紧张性峰值区。从图中可以看出，当 V shift

K2

太大时，中间神经元被锁定在超极化静止状态;这对应
于阻塞的钾电流，即 mK2 接近于 0。当中间神经元被
锁定时，一维静止流形 Meq 的超极化分支在与 2D 慢
零斜的交点处存在稳定的平衡态。显然，外部抑制电

流也促进了这种状态。相反，正兴奋性电流将中间神

经元从锁定去极化状态中释放出来。分岔图的中心部

分被爆破占据。分岔曲线 SNeq 对应于鞍节点分岔，将

爆发区和超极化静止区分开。在边界附近，脉冲间间

隔较长，而脉冲持续时间较短，即占空比较小。这是鞍

节点分岔的一个普遍特征，在此附近，贯穿消失鞍节点

平衡态的整个幻像的停留时间 (即爆发间间隔)按比例
计算为 1/

√
α，其中 α 是到爆发区分岔曲线 SNeq 的

距离 (图19)。

爆发与尖峰的边界是由 BSC 和 HBlc 标记的两
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图 18. 在模型 (1) 的相空间中，V shift
K2 = −0.024 和 τK2 = 0.25 (panel A) 处，七刺爆裂轨道 (黑色) 与主发刺爆裂轨道 (蓝色) 共

存。红色表示的是鞍形周期轨道，对应于固定点 UP1 和 UP2，它们分隔了补峰轨道和爆发轨道的引力盆。面板 C 和 D 显示了 7
条动作电位爆发和突发性峰值电压迹线，其中的最小值在相应的 Poincaré 映射 (面板 B) 中形成周期轨道和稳定不动点 (SP)。稳
定不动点 SP 和另一个不稳定不动点 UP2 通过突发性峰值流形 Mlc 上的鞍-节点分岔出现，将突发性峰值和突发性峰值的吸引盆
分开。

个分支组成的复合边界。第一个是由于蓝天灾难描述

了鞍节点周期轨道的同斜分岔; 详见 [42-44,58,72]。这
种发生在分岔曲线 SNlc 上的分岔，导致在主音尖峰

流形 Mlc 上出现两个周期轨道，马鞍轨道和稳定轨道。

蓝天突变的同斜结构是由于相位点在沿静止流形的超

极化分支 Meq 完成缓慢漂移后重新注入到峰值相位。

同样，在所有鞍节点分岔中，由于相位点在消失的鞍

节点轨道的“幻影”中缓慢通过，在这个边界附近爆

发内的峰值数量可以任意大。这使得爆发持续时间以

及爆发轨道的周期任意长 (图20)。
蓝天灾难描述了从爆发到强韧峰值过渡的连续可

逆机制，而通过边界 HBlc 的另一段 BSC 的过渡导
致了模型中双稳的开始，这在本节中已经描述过。在

这些曲线所限定的楔形内，主音尖峰和爆发吸引子共

存。它们的引力盆地被马鞍周期轨道的稳定流形所隔

开，马鞍-节点分岔后，马鞍周期轨道和稳定周期轨道
一起出现在 SNlc 的左侧。爆发周期，或更确切地说，

爆发持续时间 τbd 越接近分离鞍周期轨道，爆发周期

就越长。与所有同宿分岔情况一样，爆发持续时间服

从标度定律 τbd ~ |log(α)|，其中 α是同宿分岔的参

数偏差。

接下来，我们将展示如何使用突发的临时特性、尖

峰数量、突发持续时间、占空比等来创建如图19所示的
分岔图。图21是这样一张图，显示了每个突发的尖峰
（动作电位）数量作为模型参数的函数。右边的色标是

从 0（蓝色）即静止到 15（红色）的数字，对应于长
爆发。人们可以看到图18中的分岔图和这个神经科学
似是而非的图之间的完美一致性。此外，后者清楚地

表明了模型中加峰序列的边界 [49]。
因此，还原的中间神经元模型表现出三种类型的

双稳态：（A）爆发和去极化静止，（B）强直尖峰和爆
发，以及（C）强直尖峰和超极化静止。使双稳态可观
察到的原因是，我们可以选择性地选择任何特定的活

动类型，并通过向神经元间施加外部脉冲（正或负）在

活动类型之间稳健地切换。这种方法在图22中得到了
实际演示。

9. 结论

本文补充了作者和他的合著者在这一动态丰富的

神经元模型中的发现，这些发现在早期的一系列论文

中已经报道过，包括蓝天灾难、两种类型的强直棘波

的双稳态、静止、强直棘波和爆发的共存、走向爆发
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图 19. 在模型 (1) 的相空间中，V shift
K2 = −0.024 和 τK2 = 0.25 (panel A) 处，七刺爆裂轨道 (黑色) 与主发刺爆裂轨道 (蓝色) 共

存。红色表示的是鞍形周期轨道，对应于固定点 UP1 和 UP2，它们分隔了补峰轨道和爆发轨道的引力盆。面板 C 和 D 显示了 7
条动作电位爆发和突发性峰值电压迹线，其中的最小值在相应的 Poincaré 映射 (面板 B) 中形成周期轨道和稳定不动点 (SP)。稳
定不动点 SP 和另一个不稳定不动点 UP2 通过突发性峰值流形 Mlc 上的鞍-节点分岔出现，将突发性峰值和突发性峰值的吸引盆
分开。

图 20. 爆炸的时间特征与分岔参数 V shift
K2 相对应。爆发周期随 SNeq 边界附近超极化褶皱处同斜鞍点分岔引起的间隔爆发时间的

增加，或随蓝天突变引起的爆发持续时间的增加，或随 SNlc 边界附近鞍点周期轨道同斜分岔引起的间隔爆发时间的增加单独增
加。

的棘波添加级联、爆发模式对离子通道噪声的敏感性，

以及建模。的多节奏网络模式的研究。组成的多功能

中央模式发生器的模型研究间神经元组成的多功能中

心模式发生器的模型研究。

在这里，我们展示了由作者开发的几个计算作者

开发的几种计算技术，这些技术被用来对水蛭进行彻

底的检查。采用了几种计算技术，对水蛭心脏间神经元

模型。我们想指出的是所有的方法都不是特定的模型，
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图 21. 除了尖峰、静息和爆发的活动区域外，(V shift
K2 , Iapp) 双参数筛选平面清晰地揭示了增加尖峰级联 [50] 的阶段，并在模型中

挑出了脉冲内尖峰数量电阻恒定的区域。右边的颜色条表示每次爆发的刺钉数量，从 0(蓝色) 到 1.5(红色)[73]。

因此可以应用于广泛的慢-快神经元模型。模型，这些
模型能够进行强直突发和突发产生。这些方法包括：

• 用于定位的参数延续技术的慢动作流形，静止
的和在模型的相空间中定位慢动作流形，即静态和强

直棘波。需要传统的慢-快剖析。这种方法对检查这种
流形具有特别的适用价值这种方法对检查模型中的这

种流形具有特别的适用价值。有几个时间尺度的模型，

例如，如 14D 典范水蛭间神经元模型 [41]，各种椭圆
爆裂体 [51]，包括原始的 4D Hodgkin-Huxley模型，5-
6D Terman-Rubin 基底神经节中的细胞模型，以及一
个 12D 的感觉毛细胞的 12D 模型 [74]。

• 平均法在检测慢速模型（如水蛭心脏间神经元）
的周期性轨道的鞍节点分岔方面得到了加强。

• 一个电压区间的 Poincaré 回归映射的装置已被
开发出来，以详细研究所有的分岔，包括非局部的同

线，强直加压和突发，振荡活动类型之间的转变震荡

活动类型、双稳态性和分离性轨道，以及各种度量属

性诸如 Lyapunov指数的映射。和拓扑熵。通过对动态
的符号化表示该模型和其他模型上的揉捏不变式，包

括 FitzHugh-Nagumo-Rinzel 模型的椭圆爆裂体 [51]。
• 我们采用了两种不同的现象学方法。的方法来

建立模型的双参数分叉图 [75]。模型的分叉图 [75]。第
一种数值方法方法是” 分叉” 原生的，而另一种。无微
积分的方法，利用神经科学上可信的的工具，对活动

的时间特征进行实时检查，这些特征被提取出来。活

动的时间特征，这些特征是直接从电压轨迹中提取的

直接从电压轨迹中提取。

•我们表明，双稳态是该模型的一个稳健的、真正
的现象，而神经元的动态间神经元的动态状态可以通

过施加外部脉冲、超强脉冲等方式进行系统切换。通

过应用外部脉冲、超极化或去极化来系统地切换。
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图 22. 水蛭心脏间神经元存在三种类型的双稳态:(A) 爆发和去极化静止，(B) 强韧刺突和爆发，(C) 强韧刺突和超极化静止。通
过对目标状态施加一个负脉冲或正脉冲来实现在活动对之间的切换。
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