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摘要

可激系统中的簇放电振荡反映了多时间尺度动力学。在数学模型中，经常通过将

方程分解为快子系统和慢子系统来研究这些振荡。一般将慢变量作为快子系统的

参数，研究该子系统的分岔结构。它具有关键特征，如 z曲线(静止分支)和 Hop
f分岔，从而产生周期尖峰解的分支。在垂体细胞破裂的模型中，我们最近使用

了一种不同的方法，专注于慢子系统的动力学。该方法的特征是折叠节点奇点和

临界流形。在本文中，我们研究了这两种分析技术的关键结构之间的关系。我们

发现，两快/两慢分解的 z曲线和 Hopf分岔分别与一快/两慢分解的电压零线和折

叠节点奇异性密切相关。在电压无限快、钙无限慢的双奇异极限下，它们是相同

的。

2012 American Institute of Physics. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4766943]

簇放电性电振荡在神经细胞和内分泌细胞中很常见。这包括电活动的发作和随后的平静

期。由于每个电脉冲本身就是一个振荡，这是一个多时间尺度振荡的例子，通过将方程

组分解为快子系统和慢子系统，已经成功地分析了多时间尺度振荡。在这篇文章中，我

们比较了两种交替的快/慢分析技术，用于研究典型发生在垂体乳营养和生长营养中的

破裂振荡类型。我们展示了两种分析类型的关键元素之间的关系。

介绍

脉冲振荡是兴奋性细胞中常见的电活动模式，如神经元 1-5和许多内分泌细

胞 6-10。簇放电性活动的特征是在尖峰期和休息期之间交替，并由一个或多个缓

慢变化的变量(如细胞内钙浓度)的缓慢变化驱动。在调节神经递质或激素的释放

方面，簇放电性振荡通常比强直性振荡更有效。许多数学模型已经发展起来，以

研究簇放电振荡动力学的各个方面。在许多情况下，通过将系统分为快子系统和

慢子系统来分析簇放电动力学，慢子系统包含一个慢变量，快子系统包含剩余的

相对快的变量。当系统是三维的时候，我们将这种技术称为双快/一慢分析。最



近，我们使用了一种不同的方法来分析簇放电，它将三个变量正式地划分为一维

快子系统和二维慢子系统 17,18。本文的主要目的是澄清现在标准的两快/一慢分

析和新的一快/两慢分析之间的关系。

在标准的双快/一慢分析中，我们用慢速变量作为参数 19-24来研究快子系

统的动力学。以慢变量为分岔参数的快子系统的分岔结构由快子系统平稳解集 z
曲线组成;快速子系统周期解;Hopf、鞍节点和同宿分支(HM)。然后，通过将簇放

电轨迹叠加到快子系统分岔图来理解簇放电振荡。这种方法在理解胰岛 25和神

经元的破裂方面非常成功。它也有助于理解脑垂体细胞中破裂的各个方面，如重

置特性、子系统歧管对破裂终止的影响有多快，以及参数变化如何将系统从一种

破裂类型转换为其他类型。

在交替的一快/两慢分析中，将一个具有中间时间尺度的变量与慢子系统而

不是快子系统相关联。然后对平面慢子系统进行分析，而不是标准分解中的平面

快子系统。这种方法通常用于研究鸭式诱导的混合模态振荡。这些振荡是由于慢

子系统 17,18,27,28,30,31的折叠节点(FN)奇异性的存在。

利用垂体乳营养细胞的电活动模型，我们对两种技术(两快/一慢和一快/二慢)
进行了比较分析。特别地，我们给出了平面慢子系统的 z曲线与电压零点的关系。

我们还证明了在双快/双慢分析中产生峰值解分支的 Hopf分岔(HB)与在一快/双
慢分析中产生峰值振荡的折叠节点奇异性之间的关系。

数学模型

我们使用垂体乳酸菌模型，该模型在一系列参数值上产生所谓的伪平台破裂

(PPB) 18。这种破裂具有从去极化电压平台发出的小尖峰，通常在垂体的乳营养

和生长营养中观察到。模型的细节和参数值在附录中给出。该模型包括三个变量:

V(膜电位)，n(激活的延迟整流器 K+通道的比例)，c(胞质中游离 Ca2+浓度)。方

程是

其中 ICa为向内的 Ca2+电流，IK为向外延迟整流的 K+电流，IK(Ca)为小电导 Ca2+

激活的 K+电流，IBK为快速激活的大电导 BK 型 K+电流。离子电流的表达式为



所有的数值模拟和分岔图(包括单参数和双参数)都是使用 XPPAUT软件包构建

的，32使用龙格-库塔积分方法，计算机代码可以从

http://www.math.fsu.edu/~bertram/software/pituitary.免费软件下载

两快/一慢分析

图 1(a)为模型产生的伪高原簇放电模式。爆炸模式伴随着 c值的缓慢变化，

在爆炸的有功阶段 c值增大，在无功阶段 c值减小。

图 1：参数值为 gK=4ns，gBK=0.4ns，Cm=10pF的伪高原簇放电和峰值模式的双快/一慢分析。

(a)用 kc=0.16(ms)-1产生的伪高原簇放电。(b)拟高原簇放电的快子系统分岔结构。用 kc=0.1

6(ms)-1生成了叠加的伪平台爆轰轨迹(PPB曲线)和 c-零线。(c) kc=0.1(ms)-1连续加峰。(d)

具有 kc=0.1(ms)-1的连续尖峰模式和叠加尖峰轨迹的分岔结构。当 kc降低时，c-零斜线向下

移动，引起从簇放电到尖峰的过渡。在(b)和(d)图中，一个不稳定的极限环(虚线曲线)从亚临

界 HB出现，并在 HM处终止。全三维系统存在一个不稳定平衡点((a)，未填圆)。对于面板

(a)和(c)，以及叠加轨迹，fc=0.01。

三个变量(方程式。(1)(3))在不同的时间尺度上变化，变量 V和 n比 c快得

多(详见附录)。利用时间尺度分离，将系统划分为快、慢两个子系统，采用两快、

一慢的分析方法对系统动力学进行分析。这里将 c作为快速子系统的一个参数，

该子系统由快速变量 V和 n组成。然后用 c作为分岔参数 19,21 - 24构建了一

个总结快速子系统平衡动力学的分岔图。图 1(b)为拟高原簇放电的快速子系统分



岔结构。表示快速子系统稳态解的 z曲线有三个分支，它们由鞍节点分岔(即膝

部)连接。具有不稳定(点)部分和稳定(实)部分的上支路对应去极化(高压)的稳定

状态，由稳定节点组成的下支路代表过极化(低压)的稳定状态。中间的分支由鞍

点组成。在 c值范围内，系统在稳定的低稳态和稳定的高稳态之间是双稳态的。

一个不稳定周期解的分支(虚线)出现于次临界 Hopf分岔(subHB)，并终止于 HM。

将(c, V)平面作为相平面，将 z曲线作为广义的 V-零斜线，可以分析拟高原

簇放电的动力学。z曲线和 c零斜线(橙色曲线)，其中 dc/dt = 0，被投影到(c, V)
相平面上，它们相交于整个系统的一个不稳定平衡点(点 A，空心圆)。然后将全

(三维)系统的轨迹(伪高原簇放电轨道)进行叠加(PPB曲线，图 1(b))。注意 dc/dt
<0和 dc/dt>0; 分别在 c-零斜线下方和上方为 0。因此，当 V低时，轨迹的流速

向左，当 V高时，轨迹的流速向右。如果 c是一个真正缓慢的变量，轨迹将在

双稳态区间上形成一个滞回周期，产生一个松弛振荡。然而，c只是略微缓慢，

因此爆炸轨迹的静默阶段几乎不跟随 z曲线的下分支，并过膝。然后，轨迹在弱

稳定焦点的稳定上分支出现了小的振荡。

通过降低 Ca2þ泵速 kc，从而降低 c零斜(图 1(c)和 1(d))，簇放电可以转变为

连续的峰。从两快/一慢的分析中既不清楚为什么会发生这种转变，也不清楚为

什么尖峰轨道不再遵循 z曲线。显而易见的是，双快/一慢分析对这个系统的预

测能力有限。

一快/二慢分析

与其像上面那样把 n和快子系统关联起来，不如把它和慢子系统中的 c关联

起来。通过减小薄膜电容 Cm，可以增强 V与慢速变量 n和 c之间的时间尺度分

离，使 V更快。在奇异极限 Cm→0，轨迹沿着一个叫做临界流形的二维曲面，

由

其中

临界流形有三层，由折叠曲线分隔(L-和 L+)(图 2)。上下为吸引的
��
��

< 0，中

间为排斥的
��
��

> 0。下(L)和上(Lþ)折线由

通过对 f(V, c, n) = 0对时间进行微分，然后引入一个缩放后的时间τ =−

( ��
��

)−1，就可以得到一个描述 S面流动的非标准化系统



其中

其中 n满足 f(V, c, n)=0。非标准化系统的推导见文献 18。这些方程描述了

在极限 Cm→0内上下吸引片上的流动。

非正则化系统的平衡可以有两种类型。首先，有正则奇点是原始微分方程组

的平衡。此外，还存在折叠奇点，它们不是原系统的均衡，而是满足原系统的均

衡

由式(16)可知，折叠奇点出现在折叠曲线 L-和 L+上。对于图 2中使用的参数

值，系统在 L+(图 2中的 FN)上有一个折叠的节点，一个折叠的奇异点，带有两

个真实的负特征值，在 L上有一个折叠的焦点(FF)(两个复特征值带有负的实部)
(图中未显示)。

图 2:gK=4ns,gBK=0.4nS,Fc=0.01, kc=0.16 (ms)-1的临界流形和折叠曲线及其投影。L- 和 L+为上

下褶皱曲线。P(L-)和 P(L+)分别是 L- 和 L+在临界流形上和下的投影。曲线 SC(绿色曲线)是强鸭

翼，FN 是折叠节点奇点。奇异周期轨道(带箭头的黑色曲线)叠加在临界流形上。

利用图 2所示的参数值，通过求解方程得到一个稳定的周期轨道。(11)和(1
2)在上、下片上，当轨迹达到折叠曲线时沿快速纤维向上或向下。这个封闭轨道，

在参考文献 18中有更详细的描述，称为奇异周期轨道(SPO)。在图 2中，该轨道

通过折叠节点移动。通过折叠节点是非常重要的，因为远离奇异极限，慢流形在



折叠节点附近扭曲，在任何进入这个区域的轨迹上都产生小的振荡。当奇异周期

轨道经过折叠节点时，当奇异参数(Cm)由 0增大时，会出现小的振荡，即伪高原

簇放电 18的尖峰。

图 3:将不同参数值构造的临界流形投影到(c, V)平面上。对于所有面板，gK=4ns,gBK=0.4nS。

(a) kc=0.16 (ms)-1和 fc=0.01。(b) kc=0.1 (ms)-1和 fc=0.01。(c) kc=0.1 (ms)-1和 fc=0.025。SPO(带

箭头的黑色曲线)是叠加的。奇异周期轨道在(a)和(c)面板的奇异漏斗(阴影区域)内，在(b)面

板的奇异漏斗的外部。降低 fc到 0.0025 弥补了 kc到 0.1 (ms)-1的下降，在 Cm=10 pF 时产生

伪高原簇放电。

将奇异周期轨道和关键曲线投影到图 3的(c, V)平面上。图 3(a)为图 2的投

影，再次表明奇异周期轨道通过折叠节点，因此 Cm>0产生伪高原簇放电(图 1 (a))。
然而，当 kc从 0.16(cm)-1(图 1(a)和 3(a)中使用的值)减小到 0.1(cm)-1时，奇异周

期轨道不通过折叠节点(图 3(b))，因此模型在 Cm>0(图 1 (c))。轨道不会进入折叠

节点，因为当它到达 L-时，它移动到 P(L-)上的一点，这一点在阴影区域之外，

称为奇异漏斗。只有奇异漏斗中的点通过折叠的节点 28,30,31,33。漏斗由 L+和



强鸭式(SC，绿色曲线)分隔，这与折叠节点的强特征向量相切(图 3)。
fc(胞浆中游离钙浓度的比例)从 0.01降低到 0.0025，折叠节点和强鸭翼向右

移动，使奇异周期轨道再次进入奇异漏斗(图 3(c))。由此产生拟高原簇放电(图 3
(d))。因此，降低 fc补偿了 kc的降低，挽救了簇放电。这个结果是无法从两快/
一慢的分析中预测出来的，相反，它预测了极限 fc→0中的松弛振荡(参考图 1(d))。

二快/一慢分析和一快/二慢分析之间的关系

A. V-零斜线和 z曲线之间的关系

如图 4(a)所示，非标准化系统(方程式。(11)和(12))有满足 F(V, c, n) 0的单

支 V-零斜线(绿色曲线)和满足 F(V, c, n)=0的三支 c-零斜线(橙色曲线)L-，L+，C

N1。折痕曲线为 L-，L+满足
��
��

= 0。曲线 CN1满足αICa + kcc = 0，是整个系统

的 c-零线，如图 1(b)所示。折叠奇点出现在 V-零斜线与 L-或 L+褶皱曲线的交点

处。如图 4(a)所示，存在折叠节点和 FF奇点。存在一个不稳定的普通奇异点(A，
未填充圆)，它位于 V -零线与 CN1的交点处。由于这个奇异点是整个系统的一

个平衡点，它与图 1(b)中的奇异点相同，它出现在 c-零斜线和 z曲线的交点处。

图 4(b)显示了叠加的 z曲线(黑色曲线)，确定了稳定(实心)和不稳定(虚线)部分。

z曲线与 V-零斜线的形状几乎相同，三条曲线(z曲线、V-零斜线和 CN1)相交于

奇点 A。

图 4: gK=4ns，gBK=0.4nS， kc=0.16 (ms)-1和 fc=0.01 脱规格化体系的相平面。(a) V-零斜线(绿

色)与 c-零斜线(橙色)相交形成三个奇点:一个稳定的 FN，一个稳定的 FF 和一个不稳定的普通

奇点(a，未填圆)。(b)在双快/一慢分析中，带有稳定(固体)和不稳定(虚线)分支的 z 曲线(黑色)，

用 Cm=10pF 构建，叠加在脱正则化系统的(c, V)相平面上。

z曲线满足方程(1)中��
��

= 0 和方程(2)中��
��

= 0，由于 c被当作参数来构造曲

线，因此参数 fc=0。解标准化系统的 V-零斜线在 S上，因此它满足 f(V, n, c)=0，



因此
��
��

= 0(Eq.(1))。因为它是解奇异化系统 F(V, n, c)=0(式(11))的 V-零斜线。对

于 fc=0，式(13)表示
�∞(�)−�

��
=0或

��
��

= ��(� − ��)=0。因为后者不可能发生(因为 V

� > ��)，当 fc=0时，在 V-零斜线上
�∞(�)−�

��
=0。由式(2)可知，具有 fc=0的非标

准化系统的
��
��

= 0 和 V -零线与两快/一慢分析的 z曲线相同。

图 5显示了 fc三个值的两条曲线之间的关系。当 fc从 0.01减小到 0.001时，

v -零线的上部和折叠节点向右移动。当 fc=0时，V -零线位于 z曲线上。此时，

折叠节点位于 z曲线上(图 5)，因此，减慢慢速变量 c的速度，将脱正则化系统

的 v -零点斜移向 z曲线，但脱正则化系统的折叠节点与 z曲线上的次临界 Hopf
分岔仍然不同。

图 5: gK=4ns，kc=0.16 (ms)-1的 V -零斜与 z 曲线的关系。减少 fc会导致 V-零斜线(绿色曲线)

的上部和折叠的节点向右移动。当 fc为 0 时，V -零线与 z 曲线(由 Cm=10pF 构成)叠加，折叠

节点位于 z 曲线上。

B.折叠奇点与 Hopf分岔之间的关系

现在我们将 fc设置回它的默认值，并通过参数 Cm改变 V的速度。改变 Cm

对非正则化系统的零斜线(不包括 Cm)或 z曲线的位置没有影响(因为方程(1)中的

��
��

= 0)。然而，次临界 Hopf分岔在 z曲线上的位置取决于 Cm。当 Cm减小时，

次临界 Hopf分岔在 z曲线上向左移动，当 Cm =0.1 pF时，另一个次临界 Hopf
分岔(subHB2)在 z曲线的下分支上出现(图 6)。(c,V)相平面显示，次临界 Hopf
分岔(subHB1)向褶皱曲线 L+靠近(图 7)。

现在，如果再次缩减 fc, V-零斜线收敛到 z曲线，使折叠节点和亚临界 Hopf



分岔叠加(图 8(a))。在双极限 fc →0，和 Cm →0 FN和 subHB1重叠，就像折叠

焦点和 subHB2一样(图 8(b)和 8(c))。

图 6：对 gK=4ns 和 Cm=0.1 pF 的伪高原簇放电的双快/一慢分析。Cm 的缩减使上亚临界 Hop

f分岔(subHB1)和相关的不稳定周期分支向左移动。这个分支现在几乎是垂直的。此外，在 z

曲线的下分支上还出现了一个新的亚临界 Hopf分岔(subHB2)。用 fc=0.01 生产的 PPB 不遵循

z 曲线。

图 7：用 gK=4ns 和 Cm=0.1 pF 构造的二快/一慢分析中，快子系统的 z 曲线叠加在脱同化系

统的(c, V)相平面上。上亚临界 Hopf分岔非常接近褶皱曲线 L+。

通过对微分方程的检验，可以看出折叠奇点和次临界 Hopf分岔在 z曲线上

的收敛性。我们已经看到 V-零斜线以 fc →0. 因此，一个折叠奇点和一个次临界

Hopf分岔位于同一曲线上，满足
��
��

= 0 和
��
��

= 0。折叠奇点的另一个条件是它满



足
��
��

=0。因此，剩下的就是证明在 Cm →0 pF, z曲线满足
��
��

=0。z曲线是 1和

2的稳态曲线，我们可以把它改写成

和

其中 g(V,n) = �∞(�)−�
��

。方程的雅可比矩阵。(17)和(18)是

图 8：折叠奇点与 Hopf 分岔在双奇异极限 fc →0，和 Cm →0 pF.当 fc≈0 时 V-零斜线(绿色

曲线)覆盖在 z 曲线(黑色曲线)上。(a)Cm减小到 0.1 pF 时，上亚临界 Hopf 分岔(subHB1)发生

移动和下亚临界 Hopf 分岔(subHB2)向折叠的焦点移动。(b)当 Cm=0.0001 pF 时，上下层临界

Hopf分岔几乎与折叠节点合并。(c)当 Cm=0.0001 pF 时，下亚临界 Hopf分岔几乎存在与折叠

的焦点结合的。



而 J的轨迹为

由于在 Hopf分岔处迹(J)为 0，我们有

在奇异极限 Cm →0 pF，条件
��
��

+ Cm
��
��

= 0意味着
��
��

=0。因此，在双极限 f

c →0，和 Cm →0 pF，折叠奇点和次临界 Hopf分岔满足
��
��

= 0， ��
��

= 0 和
��
��

= 0，

它们是相同的点。

将由两个 Cm值构成的 z曲线叠加在图 9中的临界流形上。在奇异极限之外，

例如，当 Cm =10pf时，z曲线的稳定分支的一部分位于临界流形的不稳定中部(图
9(a))。次临界 Hopf和下鞍节点分岔也出现在流形的不稳定中表面上，由此产生

z曲线的稳定分支。当 Cm减小到图 9(b)中的 0.0001 pF时，z曲线的稳定分支向

临界流形的稳定层移动。此外，次临界 Hopf分岔也向折叠曲线移动。

结论

我们分析的乳酸菌模型是一个三维系统，它产生快速振荡，聚集成周期性的

簇放电。因此，通过将模型分解为快子系统和慢子系统来分析模型的动力学是很

自然的。标准的快/慢分析考虑两个变量为快，一个变量为慢 9,16,19 21。这种分

解导致了几个关键的结构，如慢流形或 z曲线和 Hopf分岔，产生了一个分支的

周期尖峰解。一种交替分解，其中一个变量被认为是快速的，两个变量被认为是

缓慢的，最近被用来分析垂体细胞的快速破裂。这种分解导致了一组不同的关键

结构:临界流形、去奇异化系统的零斜线和折叠节点奇点。在本文中，我们展示

了两种快速/缓慢分析形式的关键结构之间的关系。z曲线是双快/一慢分析中平

面快子系统的固定解集。

我们已经证明，这条曲线位于一快二慢分析中得到的临界流形上(图 9)。z
曲线的不稳定部分位于临界流形的排斥中部，稳定分支的部分也是如此(图 9(a))。
当电压变 V变得非常快(Cm !0) z曲线的稳定部分仅移动到临界流形的稳定层

(图 9(b))。
z曲线也接近于脱正则化系统的 V-零斜线。降低较慢变量 c的速度，将 V-

零斜线移动到 z曲线。当 c非常慢的时候(fc !0)时，V-零斜线叠加到 z曲线上(图
5)。在此极限下，折叠节点也在 z曲线上，但它远离次临界 Hopf分岔。当 V非

常快时，次临界 Hopf分岔向上移动到折叠节点并变得奇异。在奇异极限(fc !0
和 Cm→0)折叠节点与次临界 Hopf分岔相同(图 8)。

哪些结构在组织动力学，z曲线和 Hopf分岔，还是 V-零斜线和折叠节点?



图 9：具有稳定分支(实分支)和不稳定分支(点分支)的 z 曲线(黑曲线)与临界流形之间的关系。

临界流形由 fc = 0:01 和 Cm = 0 pF 构成，与图 2 相同。(a)用 Cm = 10 pF 构造 z 曲线并叠加。

稳定分支的部分位于临界流形的排斥中间板上。次临界 Hopf 分岔和下鞍节点(LSN)位于排斥

的中间板上。(b)由 Cm = 0.0001 pF 构造的 z 曲线现在在吸引片上有了稳定分支，在排斥片

上有了不稳定分支。褶皱曲线上存在亚临界 Hopf 分岔。

这取决于变量之间的时间尺度关系。从图 10(a)中我们可以看出，当 V不是太快，

c不是太慢时，簇放电轨迹(brown)既不遵循快/慢两种分解的 z曲线，也不遵循

快/慢两种分解的 V-零线。当 c非常慢时，轨迹紧跟 z曲线(图 10(b))。在无噪声

阶段，它跟随底部的分支，在有源阶段，它跟随顶部的分支，在经过亚临界 Ho
pf分岔之后，它缓慢地下降 34。另一方面，当 V非常快时，轨迹围绕去奇异化

系统的 V-零线振荡，并非常接近折叠节点(图 10(c))。振荡的振幅先减小后增大，

这是与折叠节点奇点相关的典型振荡 35。当 V非常快而 c非常慢时，轨迹再次

沿着 V-零线移动并通过折叠节点(图 10(d))。在这种情况下，z曲线和次临界 Ho



pf分岔位于附近。因此，任何一种技术都可以很好地描述动力学，这取决于系统

离适当的奇异极限有多近。

这两种分析技术所得出的预测结果可以用动态钳夹技术进行实验测试。例如，

双快/一慢分析技术告诉我们，如果超极化延迟整流器 K+电导 gK被充分降低，

那么簇放电应该被去极化的稳态所取代。一个快/两个慢的分析告诉我们更多：

gK的小下降应该通过增加更多的峰值来增加簇放电的持续时间。同样地，一快

二慢的分析告诉我们，增加 BK电导 gBK应该会将许多尖峰细胞转化为簇放电

状态，并且应该会增加那些已经簇放电的细胞的簇放电持续时间。这一预测经过

了实验验证。总之，不同的快速/缓慢分解告诉我们关于模型细胞动力学的有用

信息，并且使用动态钳夹技术，通常结合药物，这些模型预测可以并已经被测试。
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附录:乳酸菌模型

乳养素模型由方程式描述。(1)(7)前面给出的，以及这里给出的附加方程和

参数(表一)。稳态激活函数由

变量 V, n和 c在不同的时间尺度上变化。n的时间常数为�� = 43 ��。V的

时间常数由�� = ��/������给出，其中������ = ��� + ����∞(�)+����∞(�)+

��(��)�∞(�)。在簇放电振荡过程中，V的范围为 -70 mV ~ 2 mV, gTotal的最

小为 0.483 nS，最大为 3 nS。因此，
��

���������
≤ �� ≤ ��

���������
，或者 1.7�� ≤ �� ≤

10.4��对，于Cm=5 pF，乳酸菌的典型电容值。c的时间常数为
1

����
= 1

0.01∗0.06
�� =

625��。因此，V是快的，n是中间的，c是慢的。
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