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中心流形 

杰克·卡尔 (赫瑞瓦特大学数学系和麦克斯韦数学科学研究所) 

 

简化动力系统的主要方法之一是对系统进行降维。中心流形理论是一种严格的数

学技术，至少在接近平衡时，使这种还原成为可能。 

 

一个例子 

我们首先来看一个简单的例子。 考虑 

                        (1) 

其中 a 为常数。由于方程是解耦的，因此我们看到，当且仅当 a <0 时，(1)的定

解 x = y = 0 渐近稳定。现在假设 

           (2) 

由于方程是耦合的，因此我们无法立即确定(2)的定解 x = y = 0是否渐近稳定。 关

键是解耦方程的概念的抽象化。 

在| x |足够小的条件下，定义的曲线 ( )y h x  ，是系统的不变流形 

                                 (3) 

如果   00x x  的(3)的解是   00 ( )y h x 在曲线 ( )y h x 上，只要  x t  保持较小。 

对于系统(1)，y = 0 是不变流形。注意，在确定(1)的定解的稳定性时，唯一重要

的方程是 3'  x ax ，也就是说，我们只需要研究特定不变流形上的一阶方程。 

中心流形理论告诉我们(2)对于小 x 具有不变流形    2   y h x O x  。 此

外，可以通过研究标量方程来确定二维系统(2)解的局部行为。 

                     (4) 

该理论还告诉我们如何计算不变流形    y h x  的近似值。对于(2)，我们有

   2 4   h x bx O x  并使用(4)中的信息得出 

                                      (5) 
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因此，如果    0a b  ，则(2)的定解是渐近稳定的，如果    > 0a b 则是不

稳定的。如果     0a b  ，我们需要更好地近似于不变流形以决定稳定性。 

 

中心流形 

考虑系统 

         (6) 

其中矩阵 A 的所有特征值的实部为零，矩阵 B 的所有特征值的实部为负。函数 f  

和 g 足够平滑，并且 

 

其中Df 是 f 的雅可比矩阵。 

如果 f 和 g 等于零，则(6)具有两个明显的不变流形   0x  和   0y  。不变流

形   0x  称为稳定流形。在稳定流形上，所有解都以指数级快速衰减到零。不变

流形   0y  称为中心流形。通常，对于小| x |定义的(6)，不变流形    y h x 在

 0  0h  且  0  0Dh  的情况下也称为中心流形。用更物理的术语来说， y 的动

力学遵循 x 的动力学，并且可以说 x 约束变量 y。这种解释被称为强制同步原理。 

 

主要结果 

一般理论指出，对于(6)，存在中心流形    y h x ，并且中心流形上的方程 

                            (7) 

确定  ( ) 0,0x y ， 附近(6)的动力学。特别地，如果(7)的固定解 u = 0 是稳定的，

我们可以将(6)的小解表示为 t →∞ 

 

其中  0  为常数。 

要使用上述理论，我们需要有足够的关于中心流形    y h x 的信息，以便

确定(7)的局部动力学。 如果我们将      y t h x t 代入(6)中的第二个方程，我
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们得到 

        (8) 

一般理论告诉我们，(8)的解 h  可以由 x 中的多项式近似，即，如果当 0x 时，

      qN x O x  ，则         
q

h x x O x   。 

还有一个与 y 轴相切的 m 维不变流形 Ws 被称为稳定流形。在稳定流形上，

所有解都以指数级快速衰减到零。图 1 说明了方程(6)的局部动力学。中心流形

   y h x 上的流细节取决于方程式(7)中的高阶项，并且在没有更多信息的情况

下我们无法为流分配方向。 

我们假设(6)中矩阵 B 的所有特征值均具有负实部。该理论可以扩展到矩阵

B 还具有一些具有正实部的特征值的情况。在这种情况下，由于不稳定的特征值，

(6) 的定解   0   0x y ， 不稳定。对于(6)，有一个中心流形，它捕获了有界小

解的行为。特别是，这提供了一种研究所有足够小的平衡，周期轨道和异宿轨道

的方法。 

 

局部分岔 

中心流形降维对于分岔理论的发展至关重要。我们通过一个简单的例子来说

明这一点。考虑 

              (9) 

其中 ϵ是一个小的标量参数。 目的是研究(9)的小解。 关于零平衡的线性化问题

具有特征值-1 和 ϵ，因此该理论不能直接应用。我们可以用等价形式写等式 

         (10) 

当作为 R3 的等式考虑时，(10)中的 x 项是非线性的，并且系统在

 ( ) 0,0,0x y ， ， 处具有平衡。关于该平衡的线性化具有特征值−1,0,0，即它具

有两个零特征值和一个负特征值。 现在应用该理论，以便扩展系统(10)具有二

维中心流形 ( ) y h x ， ，该中心流形可以通过 x 和 ϵ中的多项式近似。中心流

形上的方程是二维的，可以用标量变量 u 和 ϵ表示为 
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高阶项，  

从(10)式可以推导出局部动力学。 

 

笔记和进一步阅读 

有限维中心流形的思想已经存在了很长时间，并且由 Carr(1981)，

Guckenheimer 和 Holmes(1983)，Kelly(1967)，Vanderbauwhede(1989)等人提出。

有关中心流形近似的最新进展，请参见 Jolly 和 Rosa(2005)。 Li 和 Wiggins(1997)

的书的第 1-5 页给出了中心流形理论在无限维问题中的广泛应用列表。Mielke 

(1996)为椭圆偏微分方程开发了中心流形理论，并将该理论应用于弹性和流体力

学问题。Haken(2004)研究了生物，化学和物理系统中相变的应用。 

此外，有趣的是，Boxler(1989)引入了中心流形定理的随机扩展。在这种情

况下，例如，中心流形和稳定流形可能会随机波动。 
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