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标准型 

詹姆斯·默多克 (爱荷华州立大学) 

 

广义上讲，数学对象的标准型是通过应用被认为保留了对象基本特征的变换

(通常是坐标的改变)而获得的对象的简化形式。例如，可以通过应用相似变换将

矩阵转换为 Jordan 标准型。本文重点关注平衡点附近的微分方程(矢量场或流)

的自治系统的标准型。类似的想法可以用于定点附近的离散时间动力系统(微分

同胚映射)，或用于周期性轨道附近的流动。 

 

基本定义 

起点是一个微分方程组的平滑系统，其原点为平衡点(静止点)，并扩展为幂

级数 

 

其中 nx R 或 Cn，A 是n n 实数或复数矩阵，  ja x 是次数 j + 1 的齐次多项式(例

如  1a x 是二次项)。扩展被带到某个有限阶 k 并在那里被截断，或者被带到无穷

大，但是被形式化地对待(该级数的收敛或发散被忽略)。目的是获得原始系统的

(未知)解的近似值，该近似值将在扩展的时间范围内有效。假定线性项 Ax 已经

处于所需的标准型，通常是 Jordan 形式或实标准型。应用对新变量 y 的转换，

其形式为 

 

其中 ju 是阶 j + 1 的齐次。这产生了一个新系统 

 

具有与原始系统相同的一般形式。目的是仔细选择 ju ，以使 jb  在某种意义上比

ja  “更简单”。“简单”可能仅意味着某些项已被消除，但在最佳情况下，人

们希望实现一种系统，该系统具有原始系统中不存在的其他对称性。(如果标准

型对所有阶均具有对称性，则原始系统具有隐藏的近似对称性，且误差极小。) 
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在规范形式理论发展的许多历史参考文献中，有两个重要的参考文献是

Birkhoff (1996)和 Bruno (1989)。正如 Birkhoff 参考文献所示，该理论的早期阶

段仅限于哈密顿系统，并且归一化变换是规范的(现在称为偶对的)。 Bruno 参考

文献详细处理了归一化转换的收敛和发散。 

 

一个例子 

一个基本的例子是 n = 2 和 

 

在这种情况下，有可能(无论初始
ja 是什么)对于 j 的奇数实现   0jb  ，并从每个

jb 中除偶数 j 的两个系数都消除。更准确地说，写为 2 21 22    r y y  ，在这种情

况下的标准型是 

 

在极坐标中，这变为 

 

第一个非零值 i 决定了原点的稳定性，而 i 控制了频率对幅维的依赖性。同样，

归一化系统在绕原点旋转的情况下也实现了对称(更确切地说，是等方差)。尽管

经典的(或一级)标准型的方法不再以上述示例获得的形式终止，但重要的是要注

意，方程中的系数 i 和 i 以及用于实现方程的变换项 ju 都不是由初始 ja 唯一确

定。实际上，通过更仔细地选择 ju ，可以将非线性振荡器置于超自然形式(也称

为唯一，更高级别或最简单的标准型)，其中几乎所有系数 i 和 i 为零。超标准

型很难计算，从这里开始，我们仅谈论经典标准型。 

 

标准型的渐近结果 

对于某些系统，标准型(以给定的程维截断)足够简单，可以求解。在这种情
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况下，有趣的是要问这个解是否对原始方程的解(例如，具有相同的初始条件)产

生了很好的近似(在某种意义上是渐近近似)。答案是“有时是”。(“让步到”表

示通常必须通过转换为标准型来反馈截断的标准型的解。)一些流行的书籍，例

如 Nayfeh(1993)，完全是从这种观点来介绍主题的，而没有证明任何误差估计或

注意到在某些情况下渐近有效性无法成立。 Murdock(2003)的第 5 章给出了这方

面的一些定理和开放性问题。最基本的定理指出，如果(a)正确引入参数，(b)线

性项的矩阵是半单的(见下文)，并且所有本征值都在虚数上，则关于小参数的渐

近误差估计成立(c) 使用半单的标准型样式(请参见下文)。虽然标准型的渐近使

用是重要的，当它有许多实际应用，标准型的首要重要性是作为一个预备步骤，

以研究定性动力学，展开，和分岔。 

 

标准型的几何结果 

已经指出，标准型可以决定稳定性问题并建立隐藏的对称性。计算到 k 维的

标准型也自动计算了(以 k 维为单位)稳定，不稳定和中心流形，中心流形的降维

维及中心流形上的中心稳定流形和中心不稳定流形的纤维化。先计算中心流形简

化，然后再仅针对此简化系统计算标准型的通用做法似乎可以节省工作，但会丢

失许多这些结果。参见 Murdock(2003)的第 5 章。 

有时，标准型的截断会产生一个简单的系统，该系统在拓扑上与平衡附近的

原始系统相同，称为拓扑标准型。例如，在上面的示例中，在第一个不消失的 i

之后进行截断将完成此操作，但是，如果所有 i 均为零，则拓扑行为可能由超常

的小效应决定，而标准型没有捕捉到。 

标准型对于确定系统的分岔很重要，但这需要包括展开参数。 

 

齐次方程和标准样式 

在一般情况下，我们通过        'AL v x v x Ax Av x  定义与矩阵 A 关联的

导数算子 LA，其中 v  是矢量场， 'v 是其矩阵偏导数。然后，LA将 j + 1 维的齐

次矢量场的矢量空间 JV  映射到自身中。  ,j j ja b u和 之间的关系由同构方程递归确

定 
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其中 1 1  K a  并且 Kj 等于
ja  加上从

1 1,..., ja a 
和

1 1,..., ju u 
计算出的校正项。令

Nj为Vj中LA图像的互补子空间的任何选择;那么有可能选择 uj使得每个
j jb N 。 

(取   j j jb P K  ，其中
j j jP V N：  是投影映射，请注意，对于 uj，可以唯一地

求出同系方程。) Nj 的选择称为标准型样式，表示对用户关于什么被认为是“简

单”的。此过程的目的是确保对高阶校正项 uj进行有界，以便对解  x t  的近似

在扩展的时间范围内有效。 

 

半单的情况；共振单项式 

根据 A 是否为半单纯(对角线化)，该理论分为两种情况。上面的非线性振荡

器所说明的半单纯情况是最简单的，并且只有一种有用的样式(其中 Nj 是 LA的

内核)，最终归因于庞加莱。如果 A 是对角线，并且对角线项为 1,..., n   (通常需

要引入具有现实条件的复杂变量)，则很容易描述半简单标准型 1

1 m mn

ny y  满足 

 

这种单项式被称为共振，因为对于纯虚数特征值，该方程式在通常意义上成为频

率之间的共振。 Kahn 和 Zarmi(1998)仅在半单纯情况下对标准型进行了基本处

理。 

 

非半单的案例 

在非半单的情况下，有两种重要的样式，即内积标准型，最初是由于 Belitskii

所致，但被 Elphick 等人(1987)推广，以及 Cushman 和 Sanders 提出的 sl(2)标准

型。在内部积样式中，Nj 是 LA
* 的核，A∗是 A 的伴随或共轭转置。在 sl(2)样式

中，Nj 是使用 Lie 代数 sl(2)的理论从 A 定义的算子的核。内积样式在此时更受

欢迎，但是 sl(2)样式具有更丰富的数学结构，与 sl(2)表示理论以及 Cayley，

Sylvester 等人的经典不变理论有着密切的联系。因此，sl(2)样式具有无法用于内

积样式的计算算法。还有一种简化的标准型，该样式是通过更改投影从内积样式

派生而来的。 
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可以从 Murdock (2003)的专著中找到对标准型理论的现代介绍，其中包含此

处提到的所有样式以及参考和历史评论。Sanders，Verhulst 和 Murdock(2007)的

最后几章包含了一些最新的进展。 
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其他链接 

Author's webpage 

 

也可看 

分岔，动力系统，平衡，Jordan 标准型，Lie 代数，常微分方程，展开 
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