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异宿环 

安东尼奥·帕拉西奥斯 (加利福尼亚州圣地亚哥州立大学) 

 

异宿环是解轨迹的集合，它通过鞍-汇来连接平衡，周期解或混沌不变集的序列。

有关异宿环及其稳定性的更精确描述，请参见 Melbourne 等(1989)，Krupa 和

Melbourne(1995)，Field(1996)的专著以及 Krupa(1997)的调查文章。这种行为在一

般动力系统中是不寻常的。但是，它是具有对称性的动力学系统的一般特征。实

际上，对称性的存在可以导致不变的子空间，在该子空间下可以建立一系列的鞍

-槽连接，从而导致异宿环行为。随着时间的流逝，典型的轨迹会在快速移动到下

一个解之前，在每个解(可能是平衡，环轨道或混沌不变集)附近停留越来越长的

时间。由于鞍-沉连接牢固，这些异宿环(称为异宿环)在保持系统对称性的扰动下

也很牢固。 

同宿异宿环是异宿环的一种特殊情况，其中连接的顺序加入了属于同一群轨道的

不变解(平衡，周期解或混沌集)。 

 

寻找异宿环 

Melbourne，Chossat 和 Golubitsky(1989)描述了一种在微分方程的对称系统

中寻找异宿环的方法。 令  O N  为一个 Lie 子群(其 O(N)表示 N 阶正交群)，

令 g：RN→RN为Γ等变，即 

 

对于所有 。 考虑系统 

 

注意，在每个电池中具有 k 个状态变量的 n 电池系统中，N = kn。 g 的等方差意

味着每当 X(t)是一个解时，  X t 也是。 使用定点子空间，Melbourne 等(1989)

提出了一种建立平衡平衡的异宿环的方法。 假设是一个子组。然后是定点

子空间 
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是流量不变子空间。  这个想法是找到一个最大子组
j   的序列，使

(  1)jdim Fix    ，然后找到最大子组
 1j j jT   ，使得 (  2)jdim Fix   ，如图

1 所示。 ( )jFix  中的平衡必须是 ( )jFix T 中的鞍点，而
+1( )jFix  中的平衡必须是

( )jFix T 中的汇。 

 

图 1 表明异宿环存在的子群晶格内的模式。 

 

如果 ( )jFix  中的平衡点与
+1( )jFix  中的平衡点之间的鞍-沉连接存在，则

子组的此类配置可能导致异宿环。应该强调的是，可能存在更复杂的异宿环。

通常，我们需要知道的是 ( )jFix  中的平衡是一个鞍点，而
+1( )jFix  中的平衡是

不动点子空间 ( )jFix T 中的汇(请参阅 Krupa 和 Melbourne( (1995))，但通常无法

证明这种联系。由于鞍-汇连接在一个平面上很鲁棒，因此只要γ均方差被扰动

所保留，这些异宿率环对 g 的扰动就稳定。有关异宿轨道的渐近稳定性和近渐

近稳定性的详细讨论，这也是非常重要的，请参见 Krupa 和 Melbourne(1995)。 

 

周期解和对称性破裂的异宿环 

在 Hopf 分岔的近点，这种构造异宿连接的方法可以推广为包括时间周期解

以及平衡。 Melbourne，Chossat 和 Golubitsky(1989)通过用 S1-在 Hopf 分岔点

上的 Poincare-Birkhoff 法则形式的对称群-扩展微分方程的对称群-并在相位差方

程中使用相位振幅方程来做到这一点。分析。在这些情况下，由于当对称性破

坏时某些不变的定点子空间消失，因此异宿环仅存在于正规形式方程中。但

是，当该异宿环渐近稳定时，即使方程式不是正常形式，仍会保持类似异宿环

的行为。通过使用渐近稳定性构造关于异宿环的流量不变邻域，然后在正常对

称性被破坏时调用正常双曲率来保留流量不变邻域，可以证明这一点。确实，

如 Melbourne(1989)所示，即使在没有任何空间对称性的系统中，法线对称也可
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以用于产生稳定的异宿环行为。更一般地，还可以得出以下结论：如果可以以

截断的范式方程(例如，以三阶或五阶截断的形式)产生渐近稳定的环，则类似

行为的异宿环在具有高阶项的方程中仍然存在-即使这些项破坏了对称---和类似

异宿环的行为很鲁棒。 

 

例子 

Guckenheimer-Holmes 异宿环 

 

图 2 相空间中的鞍-汇连接描绘了一个非均质异宿环，连接了 Guckenheimer-Holmes 系统的

三个平衡点。 参数是  

 

图2显示了一个由Guckenheimer和Holmes(1988)提出的常微分方程组(ODE)

的三个稳态或平衡解的异宿环的例子。但是，这个环是由 Busse 和 Heikes(1980)

首先写下的，并描述了它的行为。 

在此示例中，组Γ具有 24 个元素，并由以下对称性生成 

 

注意，实际上，这是一个同宿异宿环，因为三个平衡点在由 3 阶异宿环生成

器给出的群轨道上。ODE 的实际系统可以用以下形式表示 

 

在描述自行车混乱的相关工作中，Dellnitz 等人。 (1995 年)指出，Guckenheimer-
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Holmes 系统可以解释为耦合电池系统(具有三个电池)，其中每个电池的内部动力

由以下形式的叉形分岔支配 

 

其中   1,2,3i    是电池数量。当μ从负到正通过零变化时，会发生从平凡平衡

  0ix  到非平凡平衡  xi    的流形。 Guckenheimer 和 Holmes(1988)表明，

当 ODE 系统中的剩余项的强度(可以解释为耦合项)很大时，将存在一个渐近稳

定的，将这些分岔均衡联系起来的异宿环。电池一中的平衡与电池二中的平衡之

间的连接是通过 x1x2-平面中的鞍-汇连接(这由电池的内部对称性强制成为动力

学的不变平面)进行的。如 Dellnitz 等(1995 年)进一步指出，三电池系统的整体置

换对称性保证了 2 3x x  -平面和 3 1x x  -平面中的连接，从而导致了三个平衡解之间的

异质性连接。下图显示了 Guckenheimer-Holmes 系统的各个电池或变量随时间变

化的轨迹。可以观察到，随着时间的流逝，所有三个轨迹都在每个平衡点附近花

费更长的时间，这是预期的。 

 

图 3：Guckenheimer-Holmes 系统的异宿环典型附近轨迹的时间序列演化。 参数是 

 

另一个例子是 1：2 共振问题中的异宿环，这是由 Jones 和 Proctor(1987)首次

发现的，随后是 J. Fluid Mech 中的一篇较长的论文。 
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周期对称 ODE系统的一个异宿环 

Melbourne 等(1989)证明了在具有对称性的 O(2)系统中，存在稳态 Hopf 和

Hopf / Hopf 模式相互作用时，存在时间周期解的鲁棒，渐近稳定的异宿环。在这

些对称破坏分岔中，每个临界特征值都会被对称性加倍---因此，稳态/Hopf 模式

相互作用的中心流形是六维的，而 Hopf/Hopf 相互作用的中心流形是八维的。众

所周知，在不变均衡处打破对称性的 O(2) Hopf 分岔会导致两种周期解：驻波(所

有时间在单个反射下不变的解)和旋转波(时间演化与空间旋转)。下图显示了一个

环，该环通过将具有 O(2)对称性的 ODE 的一般系统进行数值积分，将稳态与从

稳态 Hopf 模式相互作用获得的驻波连接起来。 

 

其中 

 

其中
2 2  1

2 1       j j j jz z C c i c c     ， ， 是实值 O(2) × S1- 不变函数，

    j j jP p q i   是复值 O(2) × S1-不变函数取决于两个参数λ和μ。 该图中的

时间序列取自三个不同的坐标 x0 是稳态模式下的坐标，x1，x2 是 Hopf 模式下的

坐标。在这些坐标中，驻波是一种振荡，其中两个坐标均等地振荡(仅相移)。其

他类型的仅涉及周期解的 O(2)环是从 Hopf / Hopf 模式相互作用获得的，Buono，

Golubitsky 和 Palacios(1999)给出了示例。 这些异宿环将旋转波与旋转波连接，

并将驻波与驻波连接。 
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图 5：由于正态形式，在 O(2)×S1 对称且 S1 对称的系统中，将稳态与驻波连接的异宿环。 

参数是   

其它参数为 0. 

 

具有二面对称性的 ODE 系统的一个异宿环 

Buono，Golubitsky 和 Palacios(2000)证明了具有 Dn 对称性的微分方程中存

在稳态和时间周期解的异宿环的存在。在他们的方法中，他们研究了各种模式相

互作用-尤其是六维稳态/Hopf 模式相互作用，其中 Dn 通过其在临界本征空间上

的标准表示起作用。他们讨论的确切环可以在 n = 6 和 n = 5 时具有 Dn×S1 对称

性的标准型方程中找到-尽管他们的讨论大部分与通用 Dn 系统有关。 

考虑例如由六面体组 D6 描述的具有六边形对称性的微分方程组。六边形的

反射对称性有两种(非共轭的)类型：反射线连接六边形的相对顶点(κ)的对象和

对称线连接相对侧的中点( )  的对象。已知 D6 破坏对称的稳态分岔会产生两个

非平凡的平衡-一种反射对称类型-一个 D6对称破坏的 Hopf 分岔会产生两个驻波

- 一 种 反 射 类 型 都 对 称 。 正 常 情 况 下 ， 这 四 个 解 的 对 称 组 为

1 1

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )c cZ S Z S Z Z Z Z      ， ， 和  ，其中 c

2 2( ) Z Z   ， 。使用墨

尔本等人描述的想法 (1989 年)。下图表明，鲁棒的，渐近稳定的异宿环可以出

现在 D6 标准型的对称性破坏稳态/Hopf 模式相互作用的展开中。 
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图 5：D6×S1 晶格中的子组允许存在异宿环。 

该异宿环将把具有第一驻波的第一稳态与具有第二驻波的第二稳态连接起

来，并返回到第一稳态。 具有 D6×S1 对称性的 ODE 的一般系统具有以下形式 

 

其中 

 

其 中
2 2  1

2 1       j j j jz z C c i c c     ， ， 是 实 值 D6×S1 不 变 函 数 ， 而

  j j jQ p q i    是复值 D6×S1 不变函数，取决于 两个参数λ和μ。此 ODE  

D6×S1 等变系统的数值积分(正常形式)产生如下图所示的异宿环。 

 

图 6：在具有 D6×S1 对称性的系统中，将稳态
1 1

2 2( ) ( )Z S Z S  和  与驻波
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2 2 2 2( ) ( )c cZ Z Z Z  和  连接起来的异宿环。驻波具有不同的振幅。 参数是

 

其他参数为 0。 

 

下图显示了具有 D6 对称性的实际六孔环系统中的异宿环。直到三阶，此耦

合电池系统的中心流形(按比例缩放后)与上图中的流相同。为了说明的目的，示

出了每个电池的第二组件。 

 

图 7：具有 D6 对称性的六电池环系统中的异宿环。为了说明的目的，示出了每个电池的第

二组件。 

 

具有圆对称性的 PDE中的异宿环 

Kuramoto-Sivashinsky(KS)方程描述了形成电池模式的动力学系统的一般示

例，该方程可以用以下形式表示： 

 

其中 ( ) u u x t ，  表示沿传播方向的平面前沿(通常假定为火焰前沿)的扰动， 1  

测量扰动力的强度， 2 是与沿方向增长相关的参数 3

3u 是垂直于前部区域(燃烧
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器)的项，已被添加以帮助稳定其数值积分，而 ( )x t ， 代表高斯白噪声，该噪声

模拟了热涨落，在空间和时间上无量纲。 KS 方程描述了热扩散不稳定性对均匀

波阵面的扰动。Cross 和 Hohenberg(1993)，Armbruster，Guckenheimer 和

Holmes(1988)，Holmes，Lumley 和 Berkooz(1996)，Hyman 和 Nicolaenko(1986)

在不同的背景下对其进行了研究，包括是否存在异宿环)。 Gassner，Blomgren 和

Palacios(2007) 还对参数空间各个区域中的噪声对 KS 方程的影响进行了数值研

究。下图显示了在参数空间区域中的 KS 方程派生的 ODE's 低维系统的相空间

图，在该参数空间区域中，异宿环存在于 1：2 模式相互作用附近。 

 

图 8：在 Kuramoto-Sivashinsky 方程中发现的一个杂相异宿环的相空间描述。参数是

(积分域的半径)，D = 0.0008(噪声强度)和  

 

在物理空间中，1：2 异质环表示一个电池格模式和两个电池格模式之间的

重复偏移，如下图所示。 

 

 

图 9：在  Kuramoto-Sivashinsky 方程中发现的异宿波解 。  参数是
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(积分域的半径)，D = 0.0008(噪声强度)和  
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