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状态空间是动力系统所有可能状态的集合。系统的每个状态对应于状态空间

中的唯一点。例如，理想摆的状态由其角度和角速度唯一定义，因此状态空间是

所有可能的对“(角度，速度)”对的集合，它们形成圆柱 S1×R，如图 1 所示。 

通常，任何抽象集都可以是某个动力学系统的状态空间。一个状态空间可以

是有限的，仅由几个点组成。它可以是有限维的，由无数个点组成，它们形成一

个平滑流形，通常在常微分方程和映射中就是这种情况。这种状态空间通常称为

相空间。状态空间可以是无限维的，如偏微分方程和时滞微分方程。在符号动力

学中，它是零维的 Cantor 集。 

动力学系统的自由度数是其相空间的维数，即，建模者认为需要使用变量数

来完整地描述该系统。在哈密顿系统中，自由度的数量是状态变量对的数量。 

 

图 1：带扭矩的阻尼摆的相图(请参阅 VCON)。 

 

相图 

诸如静止状态或周期性振荡之类的动态状态对应于相空间中的几何对象，诸
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如点或闭合曲线。动力系统的演化对应于相空间中的轨迹(或轨道)。不同的初始

状态导致不同的轨迹。所有轨迹的集合形成了动力学系统的相图，尽管在实践中

仅考虑了代表性轨迹。由于通常无法为非线性方程式的求解导出明确的公式，因

此相图分析为可视化和理解解的定性特征提供了极为有用的方法。 

 

相线 

当动态系统的状态可以由标量值 1x R  指定时，则该系统是一维的。通常，

只有相线 R1 的一个子集对应于系统的物理上有意义的状态，考虑间隔和圆圈形

式的一维相空间通常更为自然。例如，该系统可以是以试剂浓度为特征的化学反

应或以电容器两端的电压为特征的 RC 电路。请注意，在前一种情况下，只能使

用 R1 的非负值，因此相空间为[0，∞)。 

一维系统通常由以下形式的常微分方程(ODE)给出 

 

其中 是状态变量 x 相对于时间 t 的导数。 该 ODE 是自治的，即 f 不

明确取决于时间 t。 

 

图 2：x'= f(x)的相图描绘了相线 R1 上的平衡和典型轨迹(从平衡中复制)。 

 

一维 ODE 的相线由平衡点( f(x)= 0 的点)和连接平衡点的轨迹分开，如图 2

所示。平衡点的稳定性由轨迹的方向确定，其中 取决于右侧函数 f(x)的符号。 无

需求解此方程，甚至无需知道函数 f(x)的确切细节即可预测系统的动力学及其对

初始条件的依赖性，可从相图可以明显看出。 

一维系统也可以通过以下形式的迭代映射来给出 

 

其中时间 t + 1 的状态是时间 t 的状态的函数。 这样的系统的相图可能非常复杂，

尤其是在动力学混乱的情况下。 一维状态空间也可能更复杂，例如图形或树状
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图。 

 

图 3：相平面。 二维动力学系统的右侧定义了一个矢量场。 方程的解定义了相平面中的曲

线或轨迹。 向量场始终指向轨迹流动的方向。 

 

相平面 

相平面通常在二维自主 ODE 的上下文中出现，可以将 ODE 形式为 

 

在此，f 和 g 被赋予(平滑)功能。这两个变量可以描述例如粒子的位置和速度，

捕食者-被捕食者系统的状态或在均匀化学反应中两种试剂的浓度。 

如果 (x(t)，y(t)) 是系统的解，则在每次 t = p 时，(x(p)，y(p)) 定义相平面

中的一个点。该点随时间变化，因此整个解 (x(t)，y(t)) 会在相平面中绘制出一

条曲线或轨迹。 

当然，并不是每个在相平面上任意绘制的曲线都代表一种解决方案。解决方

案轨迹的特殊之处在于，沿着轨迹的每个点的速度矢量由上述微分方程的右侧给

出。也就是说，在点 (x(p)，y(p)) 上的轨迹(x(t)，y(t)) 的速度矢量由 (x'，y') 

=(f(x( p)，y(p))，g(x(p)，y(p)))。这种几何性质-向量(f(x，y)，g(x，y))始终指向

解的流动方向-完全表征了解的轨迹(被视为相空间的子集)。将(f(x，y)，g(x，y))

分配给(x，y)的函数称为向量领域。 

二维动力学系统的平衡点均为 f = 0 和 g = 0。注意，如果(x0，y0)是一个平衡

点，则所有时间的(x(t)，y(t))≡(x0，y0)是系统的一个(常数)解。平衡可以是稳定

的也可以是不稳定的。 
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图 3：周期解对应于相平面中的闭合曲线。 

如果(x(0)，y(0))=(x(T)，y(T))对于某些 T >0，则动力系统的非恒定解(x(t)，y(t))

是周期的 0。满足此要求的最小 T 称为周期。因为对于所有 t(x(t)，y(t))=(x(t + T)，

y(t + T))，所以周期解对应于相平面中的闭合曲线。周期解可以是稳定的也可以

是不稳定的。大致来说，如果在闭合曲线附近开始的解对于所有 t > 0 都保持接

近(这对应于周期轨道的轨道稳定性)，则周期解是稳定的。 

通常，找到周期解比找到平衡要困难得多。平衡点(x0，y0)满足方程 f (x0，

y0)= g(x0，y0)= 0，这些方程通常可以通过简单的数值方法求解。我们还注意到，

平衡是一个局部对象，它只是相空间中的一个点。振荡或周期性轨道是整体对象；

它们对应于相空间中可回溯的整个曲线。该曲线可能非常复杂。 

二维相空间也出现在以下形式的离散动力系统中 

 

通常，与连续时间情况一样，相空间可以是 R2 的子集，也可以是具有或不具有

边界的任何表面。 

 

高维系统 

更一般地，考虑以下形式的 n 个一阶微分方程组： 

 

相空间只是 n 维欧几里德空间，每个解 u(t)对应于由独立变量 t 参数化的相空间

中的轨迹。 如前所述，F(u)在相空间中定义了一个矢量场；在每个点 u(p)处，
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向量 F(u(p))必须与解曲线 u(t)相切。 此外，平衡点是 F(u)= 0 且周期解对应于闭

合轨道。 

类似地，在迭代映射中会出现 n 维相空间 

 

，考虑 Rn 或 n 维流形的子集通常更自然。 

 

抽象状态空间 

根据最抽象的定义，动力系统是 Abelian 群 (或半群) 与空间 X 的所有自同

构 (半群情况下的内同态) 的群的同态。空间 X 是定义的动力系统的状态空间。 

它可以是具有任何拓扑或完全没有拓扑的任何空间； 它可以是有限的或无限的。 

迭代理论通常会考虑抽象状态空间(无结构)，遍历理论通常会考虑概率空间，动

力学系统理论通常会考虑拓扑空间，尽管动力学系统理论通常会包含前两种理

论。在应用程序中，状态空间的选择应反映所考虑系统的约束，并且必须尽可能

简单直观。 

 

例子 

一个简单的相图 

考虑系统 

 

注意，有两个平衡点； 它们分别在 (0,0) 和 (2,2) 处。使用线性化方法，我们

发现 (0,0) 是一个鞍点，而 (2,2) 是一个稳定结点。分析相平面的一种有用方法

是绘制零斜线。 x-零斜线是 x'= 0；这是曲线 y = x2-x。沿着 x 零斜线，矢量场根

据 y' 的符号向上或向下。 y-零斜线是 y'= 0；这就是曲线 y = x。 沿着 y-零斜线，

矢量场根据 x' 的符号指向左侧或右侧。 请注意，零线将相平面划分为单独的区

域。给定区域内的所有向量都指向同一象限。一旦我们找到了平衡点并绘制了零

斜线，通常就可以在某些规定的初始条件下预测溶液的行为。 
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图 5：该示例相平面在(0,0)和(2,2)处具有平衡。 零点线用虚线表示，而某些轨迹用实线表

示。 

 

钟摆 

摆的方程可以写成 x''+ sin(x)= 0，其中 x 是从垂直向下的角度。为了使用相

平面分析，我们将此二阶微分方程写为一阶系统： 

 

注意，有无限多个平衡点。 它们在(x，y)=(k ，0) 处，其中 k 是任何整数。角

度之间相差 2 之间没有物理差异，因此我们仅考虑(0,0)和( ，0)处的平衡(即将

相平面视为圆柱体的覆盖空间)。使用线性化方法，我们发现( ，0)是一个鞍点。 

特征值是±1。原点的特征值是±i。 由于它们位于虚轴上，因此我们无法直接

通过线性化方法确定原点的稳定性。 

为了绘制相图，我们使用该系统是保守的事实。 即，总能量 E(x，y)＝ y2 / 

2-cos(x) 沿着解轨迹恒定。 通过相对于 t 区分 E (x(t)，y(t)) 并使用微分方程，

可以轻松地验证这一点。相平面中的轨迹则表示恒定能量的曲线。 

 

图 5：摆方程的相图。 
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