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动力系统 

詹姆斯·梅斯教授 (美国科罗拉多州博尔德市科罗拉多应用数学大学) 

 

动力系统是状态空间上时间演化的规则。 

 

介绍 

动力学系统由抽象相空间或状态空间(其坐标可随时描述状态)和动力学规

则组成，该动力学规则仅在给定相同状态变量的当前值的情况下指定所有状态变

量的近期状态。例如，一个钟摆的状态是它的角度和角速度，而演变规律是牛顿

方程 F = ma。 

在数学上，动力学系统由初值问题描述。这意味着存在时间概念，并且某个

时间的状态演变为一个状态，或者可能在以后的某个时间演变为状态的集合。因

此，状态可以按时间排序，并且可以将时间视为单个数量。 

如果每个状态都有唯一的结果，则动力系统是确定性的；如果可能结果的概

率分布是随机的或随机的，则动力学系统是确定性的(理想的抛硬币有两个结果，

每个初始状态的概率均等)。 

动力系统可以具有离散或连续的时间。具有离散时间的确定性系统由映射定

义， 

 

在下一个时间值给出从初始状态 0x  得出的状态 1x 。在时间 n 之后 

 

其中 nf  是 f  的第 n 个迭代。具有连续时间的确定性系统中由流定义， 

 

假设状态在时间 0 时为  0x ，则在时间 t 给出状态。可以针对时间对平滑流进行

微分以给出微分方程  /dx dt X x 。函数  X x 称为向量场，它给出一个向量，

该向量指向相空间中每个点的速度方向。 
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定义 

动力系统是一个状态空间 S，一组时间 T 和一个用于演化的规则 R，其中 R：

S×T→S，将结果赋予状态 s∈S。可以将动态系统视为描述系统时间演变的模型。 

 

状态空间 

状态空间是坐标的集合，描述了建模人员要提供完整的系统描述所需的所有

感觉。给定系统的当前状态，演化规则将预测下一个状态。除了随时间变化的状

态外，模型还可以依赖于恒定的参数或可能是时间的已知函数，例如机械模型中

的物体质量或人口模型中的出生率和承载能力。 

状态空间可以是离散的也可以是连续的。例如，抛硬币可以通过一个由正面

和反面两个状态组成的状态空间建模。因此，每次的状态 s 是集合 H，T 的元素。

一个离散的空间也可以具有无限多个状态。例如，可以将随机游走限制为点阵，

而系统状态就是当前占据的点阵。 

当状态空间连续时，它通常是一个平滑的流形。在这种情况下，它称为相空

间。例如，将一个简单的摆锤建模为一个刚性杆，该杆从一个垂直的重力场悬挂

在一个枢轴上，该枢轴允许摆锤在一个平面内振荡。根据牛顿，了解杆相对于垂

直方向的角度  和角速度 /v d dt  的知识足以描述摆的状态。因此，摆的相

空间是二维流形 和 v可能值的集合。因为 是周期性的，所以该流形是圆柱体。

除了钟摆的状态外，模型还取决于两个参数，钟摆的长度和重力强度。 

相空间也可以是无限维的，例如功能空间。通过偏微分方程建模的动力学就

是这种情况。 

 

时间 

时间也可以是离散的或连续的，或更通常地由拓扑组表示。具有离散时间的

动力系统(如理想的抛硬币)仅在一定的离散间隔后才评估其状态。在抛硬币的情

况下，将忽略硬币的平稳翻滚和弹跳，并且仅在硬币达到平衡时才能查看其状态。

通常用离散时间建模的其他系统包括种群动态(离散性是指后代)和影响系统，例

如仅使用处于影响状态的台球。通常将离散时间间隔缩放为 1，因此允许时间的

集合变为 T = Z 或可能只有非负整数 T = N。即使在撞球之类的实际物理时间间
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隔可能不是恒定的情况下，这也很方便。 

当牛顿将常微分方程(ODE)的概念引入力学时，动力学系统首次出现。在这

种情况下，T = R。然而，亨利·庞加莱(Henri Poincaré)是动力学系统的现代定性

理论之父。他认识到，通过选通，即使微分方程也可以看作是离散时间系统，即

仅记录一组离散时间的解，或者通过庞加莱部分。当然，这在任何计算算法以及

任何实验测量中都是必需的，因为只能测量有限的多个值。 

 

演化规则 

演化规则提供对从当前状态空间值开始的下一个或多个状态的预测。如果每

个状态都有唯一的结果，则演化规则是确定性的；如果给定状态有多个可能的结

果，则演化规则是随机的(或“随机”)。 

状态 s 的前进轨道或轨迹是使用演化规则从 s 跟随的时间的有序集合。对于

具有离散时间的确定性规则， 0s  的前向轨道是序列 0 1 2, , ,s s s 。当状态空间和时

间都连续时，前向轨道为曲线   , 0s t t  。 

如果每个状态都有唯一的先例或原像，则确定性演化规则是可逆的。在这种

情况下，系统的完整轨道是从 s0 或 s(0)开始并在两个时间方向上延伸的双无限

序列或曲线。 

 

图 1：亨利·庞加莱(HenriPoincaré)，动力系统之父。 

 

例子 

映射 
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具有离散时间和连续状态空间的确定性演化规则称为映射， 

 

演化由迭代  1t ts f s   定义。 映射可以是一对一的(可逆的)，也可以不是。 

可逆映射可以是连续的，具有连续逆的(同胚)，也可以是平滑且平滑的可逆(微

妙)。 

一个简单的例子是人口动态的逻辑图。这里的状态空间是 R +，是非负实数，

表示人口数量的连续近似值。 映射是 

                                               (1) 

其中 r 是每个人的增长率，K 是承载能力。映射(1)不可逆，因为间隔[0，K]中的

大多数状态都有两个原像。 

 

流 

流是流形 M 上的确定性动力学系统，它可以随时间连续微分。 由功能定义 

 

这样轨道是由 

 

流服从属性 

 恒等式 

 

 组 

 

 可微性 

 

第二个属性称为组属性；它表达了一个概念，即动力学可以在沿其轨迹的任意点

 x s  重新启动，以获得与从  0x 向前流过时间 t + s 相同的结果  x t s 。最后
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一个属性(可微性)定义了与任何流相关联的向量字段 X。群性质的结果是流的轨

道是常微分方程的解 

 

通过流的概念定义与微分方程相关的动力学是很方便的，因为这样可以避免

ODE 解的存在性和唯一性问题：流的轨道是唯一的(只有一个轨道通过 M 中的每

个点)，并且一直存在。对于 ODE，通常情况并非如此。 

半流是仅为时间的非负值定义的流。偏微分方程通常会出现半流动。 

 

迭代函数系统 

具有离散时间但连续相空间的随机演化是一个迭代函数系统。在这种情况

下，存在由参数 索引的函数 f 的集合。演化是随机的，下一状态为  +1=t ts f s  ，

其中 是从概率分布中选择的。 

即使函数是收缩图，迭代函数系统也可以生成有趣的动力学。在这种情况下，

轨道通常被吸引到某些分形集合。 

 

细胞自动机 

具有确定性规则，离散时间和离散状态空间的动力学系统是细胞自动机。演

化规则根据该单元的旧状态及其有限的许多邻居的状态为该单元分配新状态。每

个单元的(相对)规则相同。 

一个例子就是生命游戏，其中在飞机上有一个正方形网格，每个单元可以假

设 2 种状态：存活或死亡(但只有有限的许多活细胞)。 
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方程，偏微分方程，周期轨道，相空间，相画像，张弛振荡器，稳定性，拓扑动
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