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周期性轨道对应于动力系统的一种特殊类型的解，即一种在时间上重复自身

的解。 表现出稳定的周期性轨道的动力学系统通常称为振荡器。 

 

图 2：映射的周期性轨道。 

 

定义 

向量场的周期轨道 

考虑一个常微分方程组 

 

或 

 

分别对应于自治或非自治向量字段。 如果存在一个常数 T > 0 使得该系统的非

常数解 x(t) 是周期性的 

 

对于所有 t。该解的周期被定义为最小的 T。状态空间 Rn 中 x 之下的周期性间隔

[0，T] 的图像称为周期性轨道或周期。 
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极限环 

如果平面上(或二维流形上)的周期性轨道Γ是不在周期性轨道上的某个点 z

的α极限集合或ω极限集合，则称为极限环。分别通过 z 的向前或向后轨迹的累

积点正好是Γ。渐近稳定和不稳定的周期性轨道是极限环的例子。 

 

例子(Guckenheimer and Holmes，1983; Strogatz 1994) 

 

 

图 2：映射的周期性轨道。 

 

该图显示了矢量场存在的周期轨道 

 

其中α> 0 是参数。 转换为径向坐标，我们看到对于任何α> 0，周期性轨道都

位于具有单位半径的圆上： 

 

对于α> 0，该周期性轨道是稳定的极限周期，对于α<0，该周期性轨道是不稳

定的极限周期。当α= 0 时，以上系统具有无限数量的周期轨道，并且没有极限

环。 

 

映射的周期性轨道 

映射周期为 k 的周期性轨道 
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是 k 个不同点  0 0, , 1j

jp g p j k    的集合，其中 gk(p0)= p0 (Guckenheimer 

and Holmes，1983)。gk 代表 g 的组成，其本身为 k 次。保持该等式 k 的最小正

值是轨道的周期。图中示出了映射的周期性轨道的示例。 

 

周期轨道的存在(或不存在) 

有时可以使用以下技术通过分析证明动力系统存在或不存在周期性轨道。 

其中一些适用于自主平面矢量场 

 

指数理论 

对于自主平面矢量场，可以使用指数理论来证明这一点(Guckenheimer 和

Holmes，1983 年)： 

在由周期性轨道包围的区域内，必须至少有一个平衡点，即 F(x，y)= G(x，

y)= 0 的点。如果只有一个，则必须是接收器，源或中心。如果周期轨道内的所

有平衡都是双曲的，则必须有一个奇数 2m + 1，其中 m 是鞍点，m + 1 是汇或源。 

这对于显示相空间区域中不存在周期性轨道可能是有用的：如果不存在适当

的平衡，则周期性轨道将不存在。 

 

狄拉克准则 

对于自主平面向量场，杜拉克准则确定(Guckenheimer 和 Holmes，1983)： 

令 B(x，y) 是定义在简单连接区域 D⊂R2 上的标量函数 (因此 D 中没有孔)。

如果
   BF BG

x y

 


 
 不等于零并且在 D 中没有改变符号，则没有周期性轨道完

全位于 D 中。 

 

本迪克森准则 

狄拉克准则是本迪克森准则的推广，对应于以上结果中的 B(x，y)= 1。这些标准

对于显示相位空间区域中不存在周期性轨道可能有用。 
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庞加莱-本迪克森定理 

对于自主平面向量场，庞加莱-本迪克森定理暗示(Guckenheimer and Holmes，

1983)： 

如果轨迹进入并且没有离开不包含任何平衡点的相空间的封闭且有界区域，

则轨迹必须接近周期轨道，即 t →∞。 

有时可以将其用于建立平面矢量场的(稳定)周期轨道的存在。 

 

利纳德系统 

对于满足利纳德方程的非线性振荡器 

 

在 F 和 G 的适当一般假设下，可以建立唯一稳定的极限环的存在。例如，阻尼

系数 F 在相空间原点 x =
dx

dt
 = 0 附近必须为负，因此，靠近原点的轨迹向外螺旋，

而 F 必须远离原点为正，从而远离原点螺旋向内的轨迹。 有关详细讨论，请参

见 Jordan 和 Smith(1977)。 

 

快-慢平面系统 

对于快-慢的自主平面矢量场 

 

简单的几何零斜线分析可以表明存在松弛振荡，这是一种特殊的周期性轨道

(Keener 和 Sneyd，1998)。在某些情况下，可以使用 Poincare-Bendixson 定理证

明周期轨道的存在，但这不能证明该轨道是松弛振荡。 Grasman(1987) 和

Mishchenko (1994) 等人给出了松弛振荡的严格结果。这些利用了几何奇异摄动

理论，并且超出了平面情况。快-慢系统也可以具有称为 canard 的特殊周期轨道

解，尽管这些解对平面系统中的扰动并不鲁棒。 

 

希尔伯特的第十六个问题 

1900 年，戴维·希尔伯特在巴黎国际数学家大会上提出了 23 个问题。他的
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第 16 个问题涉及确定一个自治平面向量场的极限环的数量和位置，对于该平面

场，F 和 G 均为度 N 的实多项式。目前，这个问题尚未解决，但是在过去的 100

多年中已经取得了很大的进步。例如，已经表明，这种系统的极限环数是有限的。 

Ilyashenko(2002)总结了这一结果和许多其他结果。 

 

梯度流 

如果可以将自主矢量场重写为以下形式，则称为梯度流： 

 

其中的负号按惯例包括在内，因此 V(x)是系统的李雅普诺夫函数。梯度流不可

能存在周期性轨道(Guckenheimer 和 Holmes，1983)。 

 

平均非自治矢量场 

有时，具有较小参数 (包括弱非线性强迫振荡) 的非自治矢量场可以用某种

形式重写，该形式允许应用平均 (随时间变化) 方法来了解其动力学。对于本讨

论而言，最有用的结果是，所得自治方程式的双曲平衡点的存在暗示了原始非自

治系统具有相同的周期轨道 (可能是平凡的，即平衡点) 的存在。稳定特性作为

平衡点 (Guckenheimer 和 Holmes，1983 年)。 

 

查找映射的周期性轨道 

根据上面的讨论，映射周期 k 周期轨道上的每个点
jp 是映射 gk 的固定点。

因此，可以通过求解 x 的代数方程 gk (x) = x 来找到周期 k 周期轨道上的点。这

可以在周期小于 k 的周期轨道上定位定点和点：例如，对于任何 k，g(x)= x 的定

点也是 gk (x)= x 的解。即使无法明确找到周期轨道上的点，也可以使用分析技术

来证明它们必须存在。 

 

寻找周期轨道的数值方法 

有时可以使用数值方法找到给定矢量场的周期性轨道。如果周期轨道是稳定

的，则在周期轨道的吸引盆中具有初始条件的轨迹的正向数值积分将收敛为周期
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为 t →∞的周期轨道。即使不稳定，也可以使用其他方法从数值上寻找周期轨道。

例如，可以重新构造为自主矢量场找到 (稳定或不稳定) 周期轨道的问题，以便

可以应用牛顿-拉夫森算法的一种变体。一个数值求解 x 和 T 的   0T x x    ，

其中  T x  是在时间 T 之后从点 x 开始的轨迹的位置(Parker 和 Chua，1989)。

更稳健的数值方法基于周期解 x(t)= u(t / T)的单位间隔上的边值问题： 

 

其中Ψ是一个相态，在无限多个周期解中选择一个周期解，该周期解对应于相同

的周期轨道但具有不同的初始点(Doedel，Keller 和 Kernevez，1991)。 然后通过

适当的有限维离散化 (例如，通过使用分段多项式函数的正交搭配) 来近似该

BVP，并求解 u 和 T(的离散化)。 

牛顿-拉夫森算法(或其他寻根方法)可以直接应用于在映射的周期性轨道上

寻找点：一个人只需要找到感兴趣的周期 k 的方程 gk (x)-x = 0 的根即可。 

 

图 3：矢量场的庞加莱映射。 

 

周期轨道的稳定性 

可以通过考虑庞加莱图来计算自主矢量场的周期性轨道的稳定性，该图将 n

维连续矢量场的流动替换为(n-1) 维映射(Guckenheimer and Holmes，1983)。具体

而言，选择截面∑ 的 (n-1) 维表面，以使流始终垂直于Σ(见图)。令在解 x (t) 的

给定方向上具有∑ 的连续交点由 ix 表示。庞加莱映射 

 

用第 i 个交点的∑ 确定轨迹的第(i + 1)个交点。自主向量场的周期轨道对应于此
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庞加莱图的不动点
fx ，其特征为  f fg x x 。 关于

fx 的庞加莱映射的线性化为 

 

如果 Dg 的所有特征值的模数均小于 1，则
fx  (及对应的周期性轨道) 渐近稳定。 

如果 Dg 的任何特征值具有大于 1 的模量，则
fx  (及相应的周期性轨道) 将不稳

定。周期轨道的稳定性与横截面∑ 无关(Wiggins 2003)。如果
fx  稳定，则它是

庞加莱图的吸引子，相应的周期性轨道是矢量场的吸引子。 

 

例子(续)(Guckenheimer and Holmes 1983，Strogatz 1994) 

对于上面的示例，由  = 0 给出的径向线是庞加莱截面，由 r 参数化。 可

以通过显式整合向量字段来找到沿此部分对应的庞加莱映射 ri + 1 = g(ri)： 

 

定点 rf  = 1 对应于周期性轨道。线性化，我们找到 g'(rf) = e−4πα。因此，周期轨

道对于任何α> 0 都是稳定的，对于任何α<0 都是不稳定的。 

确定周期轨道稳定性的另一种方法是使用 Floquet 理论，该理论涉及围绕周

期轨道线性化的时间相关(和 T 周期)矢量场。这些线性化方程的解用于定义 n 个

Floquet 乘子，这些乘子表征对周期轨道的扰动的增长或衰减。可以看出，Dg 的

(n-1)个特征值等于周期轨道的浮球乘数的(n-1)个；剩余的 Floquet 乘数等于 1，

并且对应于沿周期轨道的扰动(Guckenheimer 和 Holmes，1983 年)。 Floquet 乘

数或 Dg 的特征值的确定通常必须以数字方式进行。 

给定如上所述在周期性轨道Γ上的一个点 fx ，矩阵 Dg( fx ) 的特征值可用

于将(n-1)维子空间∑ 划分为子空间 s c u    的直接和，对应分别等于模量

小于 1，等于 1 和大于 1 的特征值。如果选择部分 x 在不同的基点 x∈Γ上连续

变化，则相应子空间 s c u

x x x   的级联会形成Γ上的矢量束。Γ的稳定，中

心和不稳定流形可以定义为这些向量束上的图。 

对于非自治矢量场  ,
dx

f x t
dt

  ，在某些 0 <τ< ∞ 有    , ,f x t f x t   ，
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计算周期轨道的稳定性周期 =
pT

T
q

，其中 p 和 q 是整数(请参阅 Arnold 舌头)，

可以通过考虑频闪图来完成， 

 

稳定性属性来自于该图的特征值，如上所述。 

为了确定映射  1i ix g x   的周期轨道的稳定性，可以利用以下事实：映射

g 的周期 k 周期轨道上的点 p0 是映射 gk 的固定点。 gk 的这个定点的稳定性与映

射 g 的周期性轨道的稳定性相同(Guckenheimer 和 Holmes，1983)。 

 

涉及周期轨道的分岔 

分岔是动力系统的行为随着系统参数的变化而发生的质的变化。这可能涉及

改变周期性轨道的稳定性，和/ 或创建或破坏一个或多个周期性轨道。因此，分

岔分析可以提供另一种 (分析或数值) 方法来确定周期性轨道的存在与否。 

在矢量空间周期维的1维分岔中(Guckenheimer和Holmes，1983； Kuznetsov，

1998)： 

 Andronov-Hopf 分岔，导致出现一个小振幅周期轨道。 

 周期轨道的鞍-结分岔，其中两个周期轨道相互融合并相互抵消。 

 在不变圆的鞍-结分岔(SNIC)，其中周期轨道从同斜轨道出现到鞍形节点平衡

(沿着中心流形)。 

 同宿分岔，其中周期性轨道从同宿轨道出现到鞍点，鞍-焦点或焦-焦点平衡。 

 倍周期分岔(也称为翻转分岔)，其中周期 2T 的周期轨道出现在周期 T 的周

期轨道附近。 

 Neimark-Sacker 分岔，其中不变的圆环出现在周期轨道附近。 

 Blue-Sky Catastrophe，其中大周期的周期性轨道出现在“蓝天之外”(实际上，

该轨道与鞍形节点的周期性轨道是同宿的)。 

根据分叉参数变化的方向，这些分叉会导致周期性轨道的出现或消失。出现

(消失)的轨道可能稳定或不稳定，这取决于分叉是次临界还是超临界。 
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周期性轨道与混沌 

随着系统参数的变化，周期轨道的无限倍周期加倍分支会出现混乱。这被称

为费根鲍姆现象或倍周期的混沌途径(Ott，1993)。而且，混沌吸引子通常具有嵌

入其中的密集的一组不稳定的周期性轨道。这些周期性轨道上的合适平均值可以

用来近似描述混沌吸引子的描述量，例如李雅普诺夫指数和分形维数(Chaos 

Focus Issue，1992)。这样的周期性轨道有时可以通过对系统参数的少量操纵来稳

定(从而抑制了混沌)，这种方法称为控制混沌(Ott 1993)。 
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