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Bautin 分岔是两类参数自治的 ODEs 中一个平衡的分岔，在该条件下临界平衡具

有一对纯虚的特征值，并且 Andronov-Hopf 分岔的第一 Lyapunov 系数消失。 这

种现象也称为广义 Hopf（GH）分岔。 

分岔点将参数平面中的亚临界和超临界 Andronov-Hopf 分岔分开。对于附近的参

数值，系统具有两个极限环，它们通过周期性轨道的鞍-结分岔碰撞并消失。 

 

定义 

考虑一个常微分方程（ODEs）的自治系统 

 

取决于参数 R ，其中 f 是平滑的。 

 假设对于所有足够小的  系统具有一个平衡 0x 。 

 进一步假设其雅可比矩阵     ,0xfA  具有一对复特征值

      i2,1 使得   00  及   00 0   

 最后，假设 Andronov-Hopf 分岔的临界第一 Lyapunov 系数   001 l 。 

该分岔由两个分岔条件 0Re 2,1  和   001 l （具有一余维）特征化，一般出

现在光滑 ODEs 的一参数族中。  

通常， 0 是如下参数平面的原点 

 Andronov-Hopf 分岔曲线的两个分支，分别对应于超临界和亚临界情况； 

 周期轨道的鞍-结分岔的曲线，其中两个极限环发生碰撞并消失。 

此外，对于参数值足够接近 0 的情况，这些分岔是非退化的，并且在 0x

的较小固定邻域中不会发生其他分岔。在这个领域中，系统最多具有一个平衡和

两个极限环。 
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图 1：平面系统 中的广义 Hopf（Bautin）分岔。 垂直轴对应

于 Andronov-Hopf 分岔（在 H-处为超临界，在 H +处为亚临界）； 曲线 LPC 对应于周期

轨道的鞍节点分岔。 

 

二维案例 

为了解析地描述 Bautin 分岔，考虑上述 n = 2 的系统， 

 

如果满足以下非退化条件： 

（GH.1）   002 l ，这里  02l 第二李雅普诺夫系数（见下文） 

（GH.2）映射      1,l 在 0 处是规则的，其中  1l 是依赖于第一

Lyapunov 系数的参数（请参见下文），则该系统在原点附近与标准型是局部拓

扑等价 

 

其中   22

21 ,, RRyyy
T

  及   102  lsign 。此标准型在极坐标  ,r 中特

别简单，其形式为： 
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图 1 给出了 1 的标准型的局部分岔图。点 0 分隔了 Andronov-Hopf

分岔曲线的两个分支：半线 

 

对应于产生稳定极限循环的超临界分岔，而半线 

 

对应于产生不稳定极限循环的亚临界分岔。 H+ 线和如下曲线之间的区域中存在

两个双曲极限循环（一个稳定和一个不稳定） 

 

在这两个周期之间发生碰撞，并通过周期轨道的鞍节点分岔消失。 LPC 的缩写

代表“循环极限点”。 

沿着曲线 LPC，系统具有唯一的非双曲极限环，其中非平凡的 Floquet 乘数

+1。 

可以通过替换   ,, 22 yytt ，将 1 减小到上述情况之一。 

 

多维案例 

在 2 的 n 维情况下，在 Bautin 分岔的雅可比矩阵  00 AA  具有 

 一对简单的纯虚特征值 0, 002,1   i ，以及 

 0Re j 的 sn 个特征值和 

 0Re j 的 un 个特征值 

其中 nnn us  2 。 根据中心流形定理，在原点附近有一组光滑的二维不变流

形 cW 。限制在 cW 上的 n 维系统是二维的，因此具有上述范式。 

此外，在非退化条件（AH.1）和（AH.2）下，n 维系统在原点附近的局部
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拓扑等价于标准鞍点的标准形，即 

 

其中 us nuns RyRyRy  ,,2 。 

 

李雅普诺夫系数 

 对于 2n ，可以如下计算涉及非退化条件（GH.1）和（GH.2）的李雅普

诺夫系数  01l 和  02l 。  0,xf 在 x = 0 处泰勒展开为 

 

其中  yxB , 和  zyxC ,, 是具有分量的双线性函数 

 

其中 nj ,,2,1  。 令 nCq  为  A 对应特征值       i 的复特征向

量：     1,,    qqqqA 。还引入伴随特征向量

    1,,:    qpppACp Tn 。这里  qpqp
T

, 是 nC 的内积。然后 

 

其中 
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In 是单位 n×n 矩阵。 

为了计算第二 Lyapunov 系数  02l ，将 f（x，0）在 x = 0 处的泰勒展开式写

为 

 

其中 B0（x，y）= B（x，y，0），C0（x，y，z）= C（x，y，z，0）以及 D0

（x，y，z，v）和 E0 （x，y，z，v，w）是具有分量的多线性函数 

 

对于 j = 1,2，...，n。 

 

然后，临界第二李雅普诺夫系数为 

 

这里 

 

其中 
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通过求解非奇异（n + 1）维复系统来找到复矢量 h21 

 

其中 

 

标准分岔软件（例如 MATCONT）可自动计算  02l 。 

 

其他例子 

Bautin 分岔也发生在 PDEs (偏微分方程组) 和 DDEs (时滞微分方程组) 生

成的无限维 ODEs 中，且中心流形定理也适用。  
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