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Neimark-Sacker 分岔 
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罗伯特·萨克博士 (南加州大学数学系) 

 

Neimark-Sacker 分岔就是一闭合不变曲线的出现。在具有离散时间（迭代

映射）的动力学系统中，当一定点的稳定性通过一对复杂的具有单位模量的特征

值发生变化时，便得到了此闭合不变曲线。此分岔可以是超临界或亚临界的，分

别对应着稳定的或不稳定的（在不变的二维流形内）闭合不变曲线。当分岔出现

在极限环的庞加莱映射中时，会在相应的 ODE 中生成不变的二维环面。 

定义 

一个映射 

𝑥 → 𝑓(𝑥, 𝛼), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛  

取决于于参数𝛼 ∈ 𝑅，其中 f 是光滑的。 

 假设对于所有足够小的𝛼，系统都有一族固定点x0(α)。 

 进一步假设其雅可比矩阵𝐴(𝛼) = 𝑓𝑥(𝑥0(𝛼), 𝛼)具有一对复特征值 

𝜆1,2(𝛼) = 𝑟(𝛼)𝑒±𝑖𝜃(𝛼) 

在单位圆上，当𝛼 = 0时，𝑟(0) = 1，0 < θ(0) < π。然后，一般情况下当𝛼

通过𝛼 = 0时，固定点的稳定性发生改变，唯一的闭合不变曲线从中分岔。该分

岔的特征在于单个分岔条件|𝜆1,2| = 1（具有一维维数），并且一般出现在光滑映

射的单参数族中。 

 

图 1 二维平面内的超临界 Neimark-Sacker 分岔 
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. 

图 2 二维平面内的亚临界 Neimark-Sacker 分岔 

二维案例 

为了从分析角度了解分岔，当上面的映射中𝑛 = 2时， 

(
𝑥1

𝑥2
) → (

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝛼)

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝛼)
) 

 

如果满足以下非退化条件： 

 当𝑘 = 1, 2, 3, 4时，且𝜃0 = 𝜃(0)（没有强烈的共鸣），(𝑁𝑆. 1)𝑒𝑖𝑘𝜃0 ≠ 1； 

 (𝑁𝑆. 2)𝑟′(0) ≠ 0 

此映射在固定点附近与标准形式局部共轭，可以使用复坐标𝑧 = 𝑦1 + 𝑖𝑦2表

示，如下所示： 

𝑧 → (1 + 𝛽)𝑒𝑖𝜃(𝛽)𝑧 + 𝑐(𝛽)𝑧|𝑧|2 + 𝑂(|𝑧|4) 

其中，𝑦 = (𝑦1, 𝑦2)𝑇 ∈ 𝑅2和𝛽 ∈ 𝑅为新参数，参见 Iooss（1979）或Arnold（1983）。 

此外，如果 

 (𝑁𝑆. 3)𝑑(0) = 𝑅𝑒[𝑒−𝑖𝜃0 𝑐(0)]，其中𝑑(0)是第一 Lyapunov系数（见下文），

那么 

o 当𝑑(0) < 0时，标准形式在原点处有一个固定点，固定点在

𝛽 ≤ 0时是渐近稳定的（𝛽 = 0时变化趋势较弱）；在𝛽 > 0时，不稳

定。此外，对于𝛽 > 0存在唯一且稳定的闭合不变曲线，其半径为

𝑂(√𝛽)。这是超临界 Neimark-Sacker 分岔（如图 1 所示）。 
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o 当𝑑(0) > 0时，标准形式在原点处的固定点在𝛽 < 0时是渐近

稳定的；在𝛽 ≥ 0时，不稳定（𝛽 = 0时变化趋势较弱）。并且，对

于𝛽 < 0存在唯一且稳定的闭合不变曲线，其半径为𝑂(√−𝛽)。这是

亚临界 Neimark-Sacker 分岔（如图 2 所示）。 

请注意，某些书籍中给出了错误的非简并性条件𝑅𝑒[𝑐(0)] ≠ 0，而不是

(𝑁𝑆. 3)。应用这一错误条件，会得出关于变化方向和闭合不变曲线的稳定性的错

误结论。 

阿诺德舌头 

对于固定参数值，闭合不变曲线的平滑度是有限的，即使初始映射是无限可

微的。但如果𝛽 → 0，曲线光滑度增加。标准形式中的𝑂(|𝑧|4)项不能被截断，因

为它们会影响闭合不变曲线上的轨道结构。这些项何时出现通常取决于𝑎𝑟𝑔(𝑧)，

这就导致不变曲线上的轨道可以是稠密分布的，也可以是只有有限数量的周期性

轨道。轨道结构随𝛽值改变。在某些开发参数下，存在两个周期性轨道，轨道为

相互间隔的，且在通过映射中的鞍结分岔边界时轨道消失。通用映射在 Neimark-

Sacker 分岔附近有无限数量的闭合不变曲线中的循环分岔，对应于无数此类区间

的边界。 

 

图 3：包含一个稳定的 6 周期和一个不稳定的 6 周期的闭合不变曲线，显示为映射中的 6

个迭代固定点。 

令𝜆 = 𝜆1，且Re 𝜆和Im 𝜆为独立新参数，在这些参数的平面上，单位圆|𝜆| =

1对应于 Neimark-Sacker 分岔。远离强共振并假设分岔是超临界的，我们在单位

圆之外得到了参数的稳定闭合不变曲线Re 𝜆, Im 𝜆。闭合不变曲线上存在的成对

的周期轨道的参数区域，在所有有理数点处都接近单位圆 
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𝜆 = 𝑒𝑖𝜃, 𝜃 =
2𝜋𝑝

𝑞
 

其形似舌头，宽度为𝑂((|𝜆| − 1)(𝑞−2)/2)。这些阿诺德舌头以周期性的鞍形节

点分岔曲线为界线。不同于 Neimark-Sacker 分岔，阿诺德舌头的曲线可以相交。

在这样的参数值下，不存在闭合不变曲线，而是存在两个独立的鞍形节点分岔，

且无相关的远程周期。 

 

图 4：Neimark-Sacker 分岔附近的 Arnold Tongues。 

 

多维案例 

在𝑛 ≥ 3的𝑛维实例中，雅可比矩阵𝐴0 = 𝐴(0)一般有 

 一对简单的临界特征值𝜆1,2 = 𝑒±𝑖𝜃0，其中𝑒𝑖𝑘𝜃0 ≠ 1，𝑘取 1，2，3 和 4。 

 当|𝜆𝑗| < 1时，有特征值𝑛𝑠 

 当|𝜆𝑗| > 1时，有特征值𝑛𝑢，且𝑛𝑠 + 𝑛𝑢 + 2 = 𝑛。 

根据映射的中心流形定理，原点处存在一族平滑的二维不变流形𝑘𝛼
𝑐。受限于

𝑘𝛼
𝑐的𝑛维映射是二维的，因此具有上述标准形式，并证明了上述分岔。 

第一李雅普诺夫系数 

Neimark-Sacker 分岔是亚临界还是超临界的，是由第一李雅普诺夫系数中

𝑑(0)的符号决定的。𝛼 = 0时，该系数按照如下方式进行计算。令𝑥0(0) = 0，将

𝑓(𝑥, 0)在𝑥 = 0处进行泰勒展开，如下所示： 

𝑓(𝑥, 0) = 𝐴0𝑥 +
1

2
𝐵(𝑥, 𝑥) +

1

6
𝐶(𝑥, 𝑥, 𝑥) + 𝑂(||𝑧||4) 
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其中𝐵(𝑥, 𝑦)和𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑧)为多线性函数，如下所示： 

𝐵𝑗(𝑥, 𝑦) = ∑
𝜕2𝑓𝑗(𝜉, 0)

𝜕𝜉𝑘𝜕𝜉𝑙

|
𝜉=0

𝑥𝑘𝑦𝑙

𝑛

𝑘,𝑙=1

 

𝐶𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑
𝜕3𝑓𝑗(𝜉, 0)

𝜕𝜉𝑘𝜕𝜉𝑙𝜕𝜉𝑚

|
𝜉=0

𝑥𝑘𝑦𝑙𝑧𝑚

𝑛

𝑘,𝑙,𝑚=1

 

其中，𝑗 = 1,2, … , 𝑛。令𝑞 ∈ 𝐶𝑛为𝐴0与𝑒𝑖𝜃0的复特征向量，即𝐴0𝑞 = 𝑒𝑖𝜃0𝑞。引

入伴随矩阵𝑝 ∈ 𝐶𝑛，使得𝐴0
𝑇𝑝 = 𝑒−𝑖𝜃0 𝑝，有〈𝑝, 𝑞〉 = 1。〈𝑝, 𝑞〉 = 𝑝−𝑇𝑞为𝐶𝑛的内积，

因此有： 

𝑐(0) =
1

2
[〈𝑝, 𝐶(𝑞, 𝑞, 𝑞̅)〉 + 2〈𝑝, 𝐵(𝑞, (𝐼𝑛 − 𝐴0)−1𝐵(𝑞, 𝑞̅))〉

+ 〈𝑝, 𝐵 (𝑞̅, (𝑒2𝑖𝜃0 𝐼𝑛 − 𝐴0)
−1

𝐵(𝑞, 𝑞))〉] 

式中𝐼𝑛为𝑛 × 𝑛的单位矩阵，𝑑(0) = 𝑅𝑒[𝑒−𝑖𝜃0𝑐(0)]。 

Iooss 等人（1981）首先使用渐近展开式表示分支闭合不变曲线，得出了与

上述公式等效的公式，而在 Kuznetsov（2004）的研究中可以找到基于中心流形

减少量的推导。需注意的是𝑑(0)的值（而不是符号）取决于特征向量𝑞的系数。

对〈𝑝, 𝑞〉 = 1进行归一化可以消除这种歧义。标准分岔软件（例如 MATCONT）可

以自动计算𝑑(0)的值。 

环面分岔 

假设 Neimark-Sacker 分岔发生在 ODE 中极限环的庞加莱映射中，对应于极

限环的固定点具有一对简单特征值𝜇1,2 = 𝑒±𝑖𝜃0，以上所有通用条件都成立。则循

环中分岔出一个独特的二维不变圆环，同时稳定性发生了改变。圆环与庞加莱截

面的交点对应于闭合不变曲线。环形分岔有时称为次要 Hopf 分岔。 

圆环分岔可发生在 fold-Hopf 分岔附近，并且在 fold-Hopf 分岔附近 ODE 中

总是存平衡点。 

强共振 

极限循环的圆环分岔是 Andronov 发现的。Neimark（1959）发表的第一篇关

于分岔的论文中包含一个错误：他低估了强共振的作用，并错误地忽略了相应的
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非简并条件。而这些条件不仅仅是技术性的，因为在共振附近，可能会出现多个

闭合的不变曲线，也可能根本不存在这样的曲线。Sacker（1964）独立地发现了

分岔，并给出了在没有所有强烈共鸣的情况下的第一个完整证明。关于两参数现

象的现代强共振理论请参见 Arnold（1983）。 
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