
第 1 章

在垂体细胞中发放活动的几何奇异摄动分析
Richard Bertram, Joël Tabak, Wondimu Teka, Theodore Vo,and Martin Wechselberger

摘要 动力系统理论提供了许多功能强大的工具，用于分析生物模型，提供比可
以从单独数值模拟来获得更多的信息。在本章中，我们展示了奇异摄动分析如何
几何可以用来了解内分泌垂体细胞破裂的动态。这种分析技术，通常被称为“快
/慢分析，”利用常微分方程系统的不同时间尺度的并正式将其分为快，慢子系统。
一个标准的快/慢分析，具有单个慢变量，用于了解在垂体促性腺激素爆裂。爆
破由垂体乳酸胞体产生的，肾上腺皮质激素是更奇特的，并且需要具有两个慢变
量快/慢分析。它利用的概念，如鸭翼，折奇点，和混合模式振荡。虽然施加在
这里垂体细胞，该方法可以与已经被用于研究在其他系统中，包括神经元，细胞
内钙动力学和化学系统混合模式振荡。爆裂振荡垂体细胞的不同产生基本上与电
破裂图案在神经元和动态的理解，需要从神经元爆裂的调查之前使用的那些非常
不同的工具。本章这样既用作最近开发的工具几何奇异摄动理论应用到生物学中
的应用，以及如何使用这些工具的教程的案例研究。

引言 从动力系统理论技术一直被用来理解兴奋的系统，如神经，心脏和其他肌肉细胞，和许多

内分泌细胞模型。对动作电位的产生精液模型是由 Hodgkin于 1952年出版并提供电兴奋性的生

物物理基础的理解（Hodgkin（1952））。动力机制基本兴奋的数学理解是由理查德耦合 FitzHugh
（耦合 FitzHugh（1961））工作近十年稍后提供。他开发了一个平面模型，展出的兴奋，这可能

在相平面分析的角度来理解。随后的平面型，由Morris和莱卡尔发表在 1981年，通过将离子电

流到模型中，使得莫里斯-莱卡尔建模四维生物物理霍奇金 Huxley模型的一个非常有用的混合和

所引入的生物物理方面为平面框架二维数学模型耦合 FitzHugh（Morris和莱卡尔（1981））。这些

平面模型成为一个非常有用的目的：它使得人们能够使用强大的数学工具来了解潜在的生物现象

的动态。在本章中，我们使用类似的方法来了解一个基本型电模式常见于垂体的内分泌细胞的动

态。这种模式是不是由耦合FitzHugh研究的活动模式更加复杂，并了解它，我们采用耦合 FitzHugh
时，他做了开创性的工作，不存在动力系统技术。事实上，数学工具，我们使用，重点是折叠奇

异的几何奇异摄动分析，仍在发展（Brons等（2006），德罗什等人（2008年 a），Fenichel（1979
年），的 Guckenheimer 和哈伊杜克（2005），Szmolyan和 Wechselberger（2001; 2004），Wechselberger
（2005; 2012））。该技术从纯数学的角度来看吸引人（见德罗什等进行审查。（2012）），但也已经

在应用中使用。特别是，他们已经成功地在神经科学领域使用（Erchova和 McGonigle（2008年），

鲁宾和Wechselberger（2007; 2008），Wechselberger和 Weckesser（2009）），细胞内钙动力学（Harvey
等（2010; 2011 ））和化学系统（的 Guckenheimer 和 Scheper（2011））。正如我们在本章中表明，

这些工具也内分泌垂体细胞的电活动的分析非常有用的。我们强调，但是，这种分析技术可以并

且已经在许多其他的设置使用，所以这一章可以被认为是生物应用程序的案例研究，以及对如何

执行系统与几何奇异摄动分析教程多时间尺度。
垂体的前部区域中包含五种类型的内分泌细胞分泌多种激素，如促乳素，生长激素，和促黄

体激素的，进入血液的。这些垂体激素是由血管运送到他们的行为对其他内分泌腺，身体的其他

地区这反过来又分泌激素的进入血液，与其他组织，包括大脑。因此脑垂体充当主腺。然而垂体

不单独行动，而是由从下丘脑，这是位于附近的神经元释放神经激素控制。许多内分泌细胞，包

括垂体前叶细胞，释放激素通过刺激分泌耦合机制。当小区接收刺激性消息，有一个增加触发激



素分泌细胞内 2Ca  的浓度。往往不是，以所述输入的响应是有节奏的输出由于在钙浓度 2Ca  振

荡。在这里，我们感兴趣的是这些 2Ca  振荡的动态。实际上，有两种可能性，都可以在垂体细

胞中找到。首先， 2Ca  振荡可以是由于细胞的电活动。在这种情况下，在电活动振荡带来的 2Ca 

进入细胞通过质膜离子通道。这就是所谓的质膜振荡器，因为负责电活动和在 2Ca  让信道是在

细胞膜上。对于细胞内 2Ca  振荡另一机制为 2Ca  的从细胞内储存的周期性发布，通过对这些存

储的膜通道。主要的 2Ca  细胞器是内质网（ER），所以这种机制被称为 ER振荡器。在这两种情

况下，我们得到的节奏 2Ca  增加。虽然这两种机制可以相互作用，我们不会深人地观察它们之

间的相互作用在这里，而是分别专注于每一个。本章描述的工作进行了解这两种类型的有节奏的
2Ca  增加从垂体前叶的内分泌细胞背后激素分泌的基础的动态。

像神经元和其它可兴奋细胞，垂体细胞可以产生短暂电脉冲（也称为动作电位或尖峰）跨越

质膜和离子通道特异性针对某些类型的离子。不同的离子浓度产生穿过膜中的电势差（膜电位，

V ）。在脉冲形式电活性是通过细胞膜离子通道的再生开口，根据它们的浓度梯度，其允许离子

通过膜而引起的。通道的开口由V ，占正和负反馈机制来控制。通常通道打开V 增加（去极化），

所以信道 PERME能够对 Na 或流入单元 2Ca  和因此产生内向电流进一步去极化膜，将提供正

反馈V 的迅速崛起在开始的尖峰。通道可渗透 K  的，这是更浓缩的细胞内部，产生充当负反馈

以减小V 和终止尖峰向外电流。有许多类型的垂体细胞中表达离子通道的，并且通过这些通道

介导的离子电流的组合确定由细胞显示自发电活动的模式（参见 Stojilkovi' C等（2010年）审查）。

在生理环境，这种自发活动是受由下丘脑神经肽，通过从其他腺体激素如睾丸或卵巢，并通过其

它垂体激素连续调节（弗里曼（2006），Stojilkovi' C等人（2010））。

图 1 使用穿孔膜片方法与两性霉素电爆裂的（A）在从 GH4C1乳生长激素的细胞系未刺激细胞破裂。 （B）在一个垂

体促性腺激素爆破刺激用 GnRH的。注意不同的时间尺度。

在垂体细胞的电活动中的一个典型的图案爆裂。这包括扣球，接着静止阶段，周期性反复发

作。b）所示，Kuryshev 等人（1996），Tsaneva-Atanasova;这种爆裂振荡已经在催乳素的自发活

动，生长激素分泌体养型，和 ACTH 分泌肾上腺皮质激素（范古尔等人（2001 年被观察等人

（2007）），以及 GH4C1 乳生长激素肿瘤细胞（Tabak的等人（2011））。爆裂图案具有短的周期

和峰值趋向与那些掺加细胞（图 1A）相比，是非常小的。事实上，尖峰不看很像在所有的冲动，

而是看起来更像小的振荡。这种类型的爆裂是通常被称为伪高原爆裂（Stern等人。（2008））。一

个非常不同的形式爆裂是在促性腺激素常见已刺激的促性腺激素释放激素（GnRH），其主要的

活化剂（Li等人（1995; 1994），谢和Hille的（1992）），以及其他刺激因素（Stojilkovi' C等人（2010））。
这些突发具有比自发伪高原爆发（图 1B）更长的时间。由于用于此破裂图案的生物物理基础是

从内部存储的 2Ca  的周期性发布，我们把它称为商店产生爆裂。在 celland 的胞质溶胶爆裂 2Ca 

这两种形式的唤起激素分泌的水平高于做补药尖峰图案（范古尔等人（2001年））。这是内分泌

有兴趣电气爆破在垂体细胞，这反过来又能够激励数学家开发和分析细胞的电活动的模型的主要

原因。

爆破模式也发生在神经元（Crunelli 等人（1987），德尔黑人等。（1998），Lyons等。（2010），



Nunemaker 等。 （2001））和胰腺癌细胞，另一种类型的内分泌细胞的分泌胰岛素的激素（Dean
和马修斯（1970），Bertram等人，（2010））。振荡模式，其无处不在复杂性已经吸引了来自数学

家，谁使用各种技术来研究爆破模式背后的机制（S）的极大关注。爆破神经元的最早的车型在

20世纪 70年代开发的，与爆破模式一直定期自从公布。在过去的十年几本书所描述的一些这些

模型和所使用的技术来分析它们（库姆斯和 Bressloff（2005年），Izhikevich（2007年），基纳和

Sneyd（2008））。主要分析技术利用变量之间在时间尺度上的差异优势 thatchange 迅速慢慢

thosethat变化。这种“快/慢分析”或“几何奇异摄动分析”由约翰·Rinzel在 20世纪 80年代（Rinzel
（1987））开创并在随后几年（库姆斯和 Bressloff（2005））已扩展。虽然造型和神经细胞和胰腺

细胞破裂的分析有着悠久的历史，现在发达，在垂体细胞破裂模型的构建和分析是一个比较初级

的阶段。在垂体细胞的突发模式是从那些在先前研究的细胞非常不同，并且在神经元中使用的快

/慢分析技术是有限的使用的用于研究伪高原在垂体细胞破裂（Toporikova 等人（2008），特卡等

人（2011A））。取而代之的是，一个新的快/慢分析技术已被开发用于依赖的概念，如折叠的奇点，

鸭翼，和混合模式振荡的理论（特卡等人（2011A伪高原破裂），VO 等人（ 2010））。在这一章

的第一部分，我们描述了这种技术，它如何与用来分析其他细胞类型的原快/慢分析技术。

在许多乳酸细胞并且在受刺激促性腺激素看到观察到的自发破裂之间的一个基本区别在于，

在前者的细胞内 2Ca  周期性升高是在与电活动相位，而在后一种它们是180异相的。这是因为，

前者是由电活动，这带来的 2Ca  为通过质膜离子通道细胞驱动，而后者是由 ER 振荡器，其周

期性地释放的 2Ca  的洪水到胞质溶胶中被驱动。此 2Ca  结合对于 2Ca  活化 K  的信道，并激活

它们，从而产生降低（超极化）的膜电位的和终止的尖峰活性。因此，每个的 2Ca  浓度高时它

关断的电活动。在这一章中的第二部分中，我们描述这种模型库操纵耐破和演示如何它可以在耦

合电和 2Ca  振荡器来理解，再次利用快/慢的分析。

2 乳酸/生长激素细胞模型

我们使用的模型在 Tabak 公司等开发的垂体细胞。（2007 年）和最近在特卡等人使用。

（2011B），特卡（2011A，2012）Tomaiuolo等。（2012年）。该模型也可以被认为是对垂体生长

激素的模型，因为他们表现出类似的行为和细节的模型中的水平不足以区分这两种。这包括常微

分方程的膜电位或电压（V ）的，一个激活变量描述激活 K  的信道的部分（ n），以及细胞内

游离钙浓度 2Ca  （c）中：
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参数 mC 是膜电容，和右手侧是离子电流的总和。 CaI 是由流过的 2Ca  通道 2Ca  和负责的动作电

位的上行冲程中携带的内向电流。假设瞬间激活，所以不需要启动变数。目前是

( )Ca Ca CaI g m V V 

其中 Cag 为最大电导（的参数）和电流的瞬时激活是通过描述

1(1 exp(( ) / ))m mm v V s 
   

参数 mv 和 ms 最大值的位置和斜率分别波尔兹曼曲线。由于这是V 的增函数， CaI 随着从朝向 mv 它

的低静息值V 的增加激活。当前的驱动力是(V - CaV )，其中 CaV 是 2Ca  能斯特电势。



KI 是一个向外延迟整流 K  的电流与激活是比用于 CaI 慢。该电流，对于秒杀的下行的主要

原因，是 ( )K K KI g n V V  , n的稳态活化功能 1(1 exp(( ) / )) .n nn v V s 
   

一些 K  的信道是由细胞内 2Ca  ，而不是由电压。 2Ca  的一种类型的活化的 K  的信道是信

道 SK（小电导 K （ 2Ca  ）的信道）。因为通道的激活是由于 2Ca  在细胞（即，增加 c）中的积

累，这发生得更慢比V ，通过 SK通道有助于电流小到尖峰动力学变化。相反，它有助于尖峰的

图案。通过这个渠道目前在这里通过建模
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该模型中的最后电流反映 K C 的流过其它的 2Ca  活化 K  的信道称为 BK 通道（大电导 K
（ 2Ca  ）的信道）。这些通道位于邻近的 2Ca  频道和通过V 和由高浓度的 2Ca  纳米域这种形式

在开放通道的口被选通。正如已经指出的先前（Sherman等人（1990）），由信道 BK看到的 2Ca 

反映了 2Ca  信道，这是由膜电位测定的状态。因此，BK电流的激活可以被建模为 V-依赖性过

程：

1

( , ) ( )

(1 exp(( ) / ))
BK BK K

b b

I V c g b V V

b v V s





 

  

因为该电流与电压的变化（由于快速形成的 2Ca  纳米域的）迅速激活，它限制了冲程并有

助于动作电位的下行程。对于自由细胞内 2Ca  的微分方程描述的 2Ca  的流入通过 2Ca  通道

（ CaI ），且通过 2Ca  泵 ck c中的流出的细胞。参数˛将电流转换成摩尔通量和参数 ck c是泵速率。

最后，参数 cf 是 2Ca  的单元格中的分数是免费的，即不结合于 2Ca  缓冲器。所有参数的默认值

列于表 1中。

表 1 为 lactotroph模型默认参数值

3 标准快速/慢速分析

这三个模型变量改变不同的时间尺度。用于膜电位的时间常数是电容和输入电阻的乘积：

/V m totalC g  ，其中 total Ca K SK BKg g g g g    是总膜电导。这在图 2中所示的脉冲串期间，在

脉冲串的期间突发的活动阶段无声阶段至约 3纳秒从约 0.5纳秒总范围变化与时间为 V 的变化，

并且，使 3.3 20V mS  。变量 n的时间常数 43n ms  。对于 c的时间常数。因此， V n c   

c和V 是速度最快的变量，而 c是最慢的。



图 2 破裂由垂体乳酸模型产生。 （A）电压V 呈现小尖峰从高原出现。 （B）变量 n为足够快

以可靠地追随V .（C）上的慢得多的时间尺度变量 c的变化，显示出锯齿时间过程

在图 2所示的三个变量的时程确认时间尺度的差异。 V 中每个脉冲串期间发生的尖峰被可

靠地反映在，但在C被衰减。事实上，c是累积变量，类似于一个在恢复可变弛豫振荡期间观察。

这一观察促使分析突发轨迹就像一个会分析弛豫振荡与快速变量V 和缓慢复苏变量 c 的想法。

即，轨迹中的C -V 平面被检查并利用了C和V 零值线。

然而，由于该系统是 3维的，快速的可变（V ）与快速子系统（V 和 n）分叉图，其中，

所述慢变量 c被视为分岔参数之一替换零值线。这是标准的快/慢分析，这是在图 3A所示的基本

思想。快速子系统分岔图，通常被称为 Z -曲线，由稳定的底部分支的

图 3 2-快/伪高原破裂 1-缓慢分析。所述 3分支的 Z 曲线包括稳定（固体）和不稳定的（虚



线）和均衡不稳定周期解（虚线）的一个分支。分支包括下鞍节点（LSN），上鞍节点（USN），
亚临界的 Hopf（subHB），（HM）分叉。（A）采用默认参数值，脉冲串的轨迹（粗黑线）仅部分

地跟随在 Z 曲线。（B）当慢变量是通过减少 cf 的 0.01〜0.001的全系统的轨迹由慢得多如下的

Z 曲线更接近地稳定状态（实线），不稳定的鞍点的中间分支（虚线），以及稳定的顶部分支和

不稳定的稳定状态三个分支由下部和上部鞍结分岔（分别为 LSN 和 USN）加入，并且顶部分支

的稳定性在亚临界 Hopf分岔（subHB）变化。霍普夫分岔产生了不稳定周期解决方案的一个分

支，在同宿分叉（HM）终止。于是，我们看到的是，快速子系统具有C值，其中它是低级（超

极化的）之间双稳态和上部的间隔（去极化）的稳定状态。该间隔从 LSN 到 subHB延伸。与 c
相交零值线和 USN之间的 Z 曲线。该交点是方程的完整系统的不稳定平衡。

在快/慢分析的下一步是叠加突发轨迹和分析使用相位平面方法的动态。由于 C变量大于 V
慢得多，所述轨迹基本上如下的 z曲线，因为这将遵循一个张弛振荡时的快速可变的 nullcline。
下面的 C-nullcline 流是到左边，并且 nullcline 以上是在正确的。因此，期间的无声相突发沿 z
曲线的底部向左分支的轨迹移动。当达到 LSN有一个快速蹿升至 Z-曲线的顶部分支。该轨迹遵

循达到此向右直到 subHB，此时它跳下来的 Z曲线的底部分支，重新开始循环。

如从图 3A清楚，轨迹不遵循 Z-曲线非常接近。对此的一个解释是，在顶部分支的平衡是弱

吸引病灶，而“慢变量”c变化太快的轨迹永远亲近灶的分支。因此，在有源分相产生弱阻尼振

荡，并且这些振荡阻尼是突发的尖峰。这种解释在图 3B，其中慢变量是由慢 10倍的通过减少 cf

的 0.01〜0.001支撑。现在的轨迹沿 z曲线的两个分支更紧密地移动。在活性相有很快地.一旦轨

迹穿过 subHB一些初始振荡有一个缓慢的通道效应（贝尔等人。（1989），贝尔和 Gaekel（2008））
和轨迹前几个生长振荡跳转到下叉。

这种分析，我们称之为 2-快 / 1慢分析，提供了有关爆破了一些有用的信息。例如，使用这

种方法来理解在突发期间为活性相终止机制，通过构建快速子系统鞍点的 2维稳定流形（Nowacki
等。（2010））。这种方法也被用来理解发生在响应于向上的电压扰动的复杂突发重置（Stern等人。

（2008））。我们已经示出了用于这个伪高原破裂的 z曲线如何涉及为高原爆破在神经元中经常观

察到（特卡等人（2011A））。这在图 4中示出，使用斋-凯泽模型在胰腺细胞（斋和凯泽（1983））
爆裂。（该模型的方程给出在附录中。）为高原爆发的标准 Z-曲线示于面板 A.它的特点 ​ ​ 是由

是突发的尖峰稳定周期解的一个分支。在该图中它们从超临界 Hopf分岔（supHB）发出。有了

这个稳定的周期分支，尖峰往往比那些伪高原破灭过程中产生更大的，他们不挫伤作为活性相进

展。如果激活曲线为超极化 K  的电流是由为 V N增加向右移动，细胞变得更激动。其结果是，

Hopf分支向右移动，并成为亚临界（图 4B）。最重要的是，一个稳定的扣球解决方案和稳定之

间双稳态的区域超极化的稳定状态在很大程度上取代了双稳快子系统的两个稳定稳态之间：一个

超极化和去极化一个。当激活曲线被进一步向右移动（图 4C），所述稳定的周期分支已经完全由

一个稳定静止的分支替换和 Z 曲线是对于伪高原爆裂。其他动作，使电池更激动，如移动的去

极化我钙电流向左激活曲线，增加电导 Cag 这电流或降低用于超极化 KI 电流电导 Kg ，具有在 Z

曲线上的相同的效果（特卡等人（2011B））。除了改变快速子系统分叉图，慢可变的速度也必须

被修改以高原和伪高原爆裂之间转换（它必须是更快伪高原破裂，这是通过增加 cf 的值来实现）。

在单独的研究中，Osinga 和同事证明，这两个平台与伪高原破灭的快速子系统分叉结构可以通

过展开一个余维-4-分叉来获得（Osinga 等人（2012））。这就解释了为什么伪高原分叉结构，这

是基于一个余维-3分叉的展开破裂的早期分类是没有看到（Bertram等人（1995））。
虽然 2快速/ 1-慢分析提供关于伪高原破灭有用的信息，它有一些重大缺陷。最明显的是，突

发轨迹不遵循 Z-曲线非常接近，除非慢变量放缓至高峰时的活跃期（图 3）不再发生点。此外，

对于尖峰起源的解释是不绝倒，因为它是基于上支路的稳定状态的局部分析，而爆破轨迹是不是

这附近的稳定状态。它也没有提供有多少尖峰突发期间期望的信息。最后，如 ck 的参数降低零

值线而不影响的 Z 曲线。在这两个图 B和 d的零值线相交的 Z 曲线形成不稳定的全系统平衡（标



记为“A”），以及作为不稳定周期分支，形成不稳定的全系统周期解。然而，在一种情况下，系

统的突发（图 A），而在另一方面，它尖峰连续（图 C）。这是一个明确的迹象表明，关于预测伪

高原，这种类型的分析爆裂可能是不可靠的制造。

图 4 斋-凯泽模型被用来说明高原和伪高原破裂之间的过渡。在附录中给出的（A）为高原破裂

的 z曲线，使用默认参数值，其特征在于，从超临界 Hopf分岔（supHB）所产生的稳定的周期

添加溶液的一个分支。 （B）从 16毫伏增加的值设定为？14毫伏移动 Hopf分支向右并将其转

换为一个 subHB，与周期（SNP）分叉关联鞍结点。 （C）增加为 V N进一步？12毫伏创建的

z曲线表征伪高原爆裂。从特卡等。 （2011B）

图 5 2快速/ 1-慢分析不能解释从伪高原破裂时的 c零值线降低在 lactotroph模型尖峰的过渡。

（A）爆破使用默认参数值产生的。 （B）的爆裂模式的标准快/慢分析。 （C）的破裂被转换

为连续的尖峰时 ck 的值为 0.16毫秒λ1至 0.1毫秒降低 1。 （d）这不是显而易见的快/慢分析为

什么转变发生等。（2012）



4 1-快速/ 2-慢速分析

在上面的分析中，与中间的时间尺度（ n）与快速子系统相关联的变量，和爆裂动力学分析由全

系统的轨迹相比较的是人们所期望的，如果单慢变量（ c）的速度很慢。也就是说，通过将奇异

极限 0cf  和建设有 c 作为分岔参数一个快子系统分岔图。或者，可以用慢子网相关联，然后

通过爆破对比的是人们所期望的研究动态，如果单快速变量非常快。也就是说，通过将奇异极限

0mC  我们借此 1-快/ 2-慢分析这里的方法，其中该变量V 形成快速子系统和 n和 c形成缓慢子

系统。这是通过使用在特卡等无量纲方程正规化（2010年），其中更多的细节和推导也可以找到。

最近的混合模式振动的审查（德罗什等人（2012））给出了下面的关键动力结构描述更多的细节。
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